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Resumen

Se entrega un esbozo de solucién de la segunda prueba de célculo
vectorial.

Para los problemas que vienen se utilizara lo siguiente: Se considera la superficie
de una esfera de radio R (observe la Figura 1) dada por

x2+y2+z2=R2 (1)

y sobre esa esfera se traza el plano z = zp, con 0 < z9 < R, y se intersecta a
la esfera, formando una curva en el espacio, digamos C,,, que viene a ser una
circunferencia de un determinado radio que usted debe calcular. Llamemos a
este radio 7,,. Podemos encontrar una forma paramétrica 7 (t) para esta curva
C,.

1. Primer estandar: integral de un campo esca-
lar sobre una curva

Sea el campo escalar ¢(z,y,2) = 22 + y? + 22, calcule
[ otw2) a7 ar
Cuo

donde 7(15) es una representacién paramétrica de la curva C, co radio R y
zZ =2

Es evidente el error notacional, en estricto rigor la integral solicitada es

/ o(x,y, z) ds
Cuy

donde s es la curva determinada por 7 (t)
Desarrollo. La ecuacién cartesiana de la curva C, es

2
z2+y2:(\/R2723> =12 2=z (2)
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Figura 1: Esfera cortada por un plano paralelo al plano XY

y una representaciéon paramétrica puede ser

T (t) = [rocos(t), rosen(t), zo| (3)
De modo que
d?dt(t) = [—rocos(t), rosen(t),0] ; 0<t<2rw (4)
y entonces
ds ,d7(t)
LRy LA 9

tenemos entonces que

27 27
/ d(x,y,z) ds = d(7 (1)) ro dt = 1"0/ (r2 + 22)dt
Cx, 0

0

/ é(z,y,2) ds = 27 R?rg = 27 R*\/ R? — 22
Cso

2. Segundo estandar: integral de un campo es-
calar sobre una superficie

finalmente

Para el campo escalar ¥(x,y, z) = \/2% + y? + 22 calcule la integral

/Sw(x,y,z) ds



donde S es la superficie formada por la superficie de la esfera de radio R que
estd sobre el plano z = zy Sabemos que

Aw(x7y,z>ds - //R (a5, 2)y/1— 92 — 2 dady

En nuestro caso

0z (2.7) —x 0z (2.1) —y
—_— Jj’ = —-— ; —_— = ],‘7 = —-—
or _ Pe\hY RZ_22 42 Oy vy R? — 22 — y?
y la regiéon R,, es la regién encerrada en la circunferencia 22 +y? = 12, con
R? — 22
Por otro lado la funcién ¥ (z ,y,z = /22 4+ 92 + 22 definida en la superficie
22+ y? + 22 = R? es ¢(z,y, 2) = R. Entonces
22 Y2
x,y,2)dS = Ry/1— —
[vtenzs=[ [ ¢
— (a2
/wxy, ds = // 1‘2+y dxdy
Rzy Z‘ =+ y

utilizando coordenadas polares queda la expresion

2
-2
/wmy, dS—Qﬂ'R/ i rd

R2 — 2

3. Tercer estandar: integral de un campo vecto-
rial sobre una curva cerrada

Sea el campo vectorial ? (z,y,2) = HEx VT Calcule

fgz ?(m,y,z) dv

donde 7 (t) describe la curva cerrada C., para Ry z = 2

Es claro que el campo vectorial F'(z,y,z) = ﬁ es irrotacional, esto es

V x ?(w,y,z = (0,0,0)

y en consecuencia tiene un potencial escalar, digamos ¢ (z,y, z) de modo que la
intergral de un irrotacional ? sobra una curva cerrada es

7{@ Fla,y,2) d7 =0



4. Cuarto estandar: integral de un campo vec-
torial sobre una superficie con frontera

(z,y,2)
l(zy,2)II*

fi?(m,y@) ‘ndS

donde S es la superficie formada por la superficie de la esfera de radio R que
esta sobre el plano z = zg
Se tiene que

f ?(x,y,z) “ndS =/ ¥ (=, —¢i, 1) dady
s Ry

y puesto que

Sea el campo vectorial ?(x, Y, z) = Calcule la siguiente intergral

1

_— z
z,Y,z)= T,Y,z) = T, Y,z
F(w,y,2) ﬁw“zg( y,2) = 7(@,9,2)
en la superficie S, y
( : : Y 1)
\/RQ—xQ—gﬂ \/R2_x2_y2

((=¢a, =9 1)) =

entonces

1
//Rwy?.(_gpm,—goi,l) dxdy—R//Rwsz_xz_dexdy

y puesto que Ry, es el interior de la circunferencia z? + y? = rg, con ry =
/R? — z2. De modo que utilizando coordenadas polares, la integral queda como

. oo
ﬁ?(m,y, z)-ndS= 27TR/0 \/ﬁaﬁ =27R(R — 2p)

5. Quinto estandar: el terorema de Stokes

Verifique el Teorema de Stokes para la superficie S determinada por la su-
perficie superior de la esfera cuya frontera es la curva C,, con R =5y 29 = 2,

esto es
% ?(m,y,z) d7v = / Tot?(x,y,z) -n dS
Ceo 5

con F(z,y,2) = (ay, v, 2y)



6. Sexto estandar: Integral de un campo vecto-
rial sobre una superficie cerrada resuelto por
el teorema de la divergencia

Suponga que se tiene el campo vectorial 8(sc,y7z) = Hk(x’y’z) calcule el

(,y,2)[17)
flujo de este campo actuando sobre la superficie, Sg, de la esfera de radio R.

Utilice el Teorema de la Divergencia, esto es
C(2,y,2) -7 dSp = / / / divG (2, 2) dV
Sr A%

donde Sy es la superficie de la esfera de radio R, y V es la regién (o volumen)
a? +y* 4 2* < R?
Es casi inmediato, puesto que

k

DivG LA

Utilizando coordenadas esféricas, la intergral queda como

///‘/diva(aj,y,z) dV_k/:z /;O /TRO 567;(¢)d9 dé dr




