1. EVENTOS ALEATORIOS Y PROBABILIDAD

1.1  El concepto de probabilidad

Todos los conceptos basicos de la teoria de la probabilidad pueden ser ilustrados mediante
un sencillo ejemplo. El ejemplo que veremos a continuacién tiene un alto interés para la
Ilamada fisica estadistica. Consideremos la molécula A que se mueve cadticamente dentro
de un receptaculo que tiene la forma de una caja (Fig. 1.1)

Un evento aleatorio se define como un fenémeno que en la realizacién experimental su
observacion ocurre 0 no ocurre. Por ejemplo, la posicion de la molécula A en un determi-
nado instante se encuentre dentro del volumen A7 ubicado al interior de la caja (Fig. 1.1).
Si lamolécula A pudiese ser fotografiada, la fotografia obtenida determinara dos posibles
resultados, que se encuentre al interior de A7, en cuyo caso consideramos que el evento
ha ocurrido, o que la molécula se encuentre fuera de A7, entonces el evento no ha ocur-
rido. Un experimento que determina la observacion de un evento aleatorio es llamado una
prueba.
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Fig. 1.1

Habitualmente, se entiende por probabilidad de un evento aleatorio como la razén entre
el nimero de pruebas m en que el evento ha ocurrido y el nimero total M de pruebas, de tal
manera que M sea suficientemente grande. Si designamos la probabilidad de que el evento
A ocurra por W (A), tenemos que

W(A) = — W(A) = lim —
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¢Por qué se impone el requerimiento de que el nimero de pruebas M sea suficiente-
mente grande? Y ¢cuadn grande debe ser? El hecho de que M debe ser grande es obvio
conforme a la precision para determinar el valor de la probabilidad. Supongamos que fo-
tografiamos la molécula en la caja y paramos despues de obtener la primera fotografia
mostrando a la molécula dentro de la region Ar. Si el nimero total de fotografias fue de
127, podria ser prematuro concluir que W (A) = 1/127. Ahora, si tomamos 60 fotografias



mas, podermos ver, por ejemplo, que el evento en que estamos interesados no ocurrié ain
cuando se realizaron pruebas adicionales y, consecuentemente, de acuerdo a las nuevas
mediciones la probabilidad es de 1/187. Para obtener un resultado suficientemente pre-
ciso, debemos realizar pruebas hasta que la razén m /M difiera una de otra en un valor
pequefio determinado por la precisidn en que nosotros queremos conocer la probabilidad
del evento A. Rigurosamente hablando, puesto que el evento A ocurre aleatoriamente, no
podemos excluir de nuestras consideraciones el caso en que la razén m /M obtenida exper-
imentalmente no nos entrega el correcto valor de la probabilidad. Aunque tales casos son
posibles en principio, son eventos cuya chance de ocurrencia es extremadamente pequefia,
y su probabilidad disminuye cuando aumenta el nimero de pruebas.

Daremos un interesante ejemplo histérico que ilustra lo que hemos dicho anteriormente.
El cientifico francés Pierre Simon de Laplace, uno de los fundadores de la teoria de la prob-
abilidad, estuvo interesado en los nacimientos de nifios y nifias. El material por el estudiado,
que incluia un nimero de ciudades europeas, y asi para Francia completa, mostraba que la
razon que la razén entre el nimero m de nifios nacidos y el nimero total de infantes naci-
dos M estaba cercano a 0.5116. Tomando en cuenta que el nimero de nifios nacidos m que
el habia analizado era muy grande, Laplace lleg6 a la conclusién que la discrepancia que
habia descubierto no podia deberse a la suerte. Descubri6 que el nimero de infantes naci-
dos en Paris incluia a los infantes abandonados, y la poblacion de los suburbios abandonaba
principalmente a nifias. Después de excluir los datos relacionados a infantes abandonados,
la estadistica de los nacidos en paris se ajustaron a los conclusiones de otras ciudades eu-
ropeas.

La importancia de cudntas pruebas son necesarias no es de modo alguno trivial. Como
veremos, en el ejemplo con la molécula, las pruebas pueden ejecutarse de dos formas, y
que en principio son diferentes.

De la primera forma, fotografiamos la molécula en la caja consecutivamente en difer-
entes instantes. No resulta dificil ver que que estos instantes deben estar separados en
intervalos de tiempo suficientemente grandes. Si una serie de fotografias es tomada a una
velocidad muy alta, durante ese tiempo la molécula no logrard moverse a una distancia con-
siderable; al evaluar la razon m/M sobre la base de tal serie, inevitablemente llegaremos
a un resultado impropio. Los intervalos de tiempo entre fotografias deben ser, por ejem-
plo, de tal forma que la molécula tenga tiempo para viajar a cualquier punto de la caja.
Desde el punto de vista experimental, el criterio de eleccidn del intervalo de tiempo entre
fotografias consiste en que en series repetidas de pruebas a intervalos mas grandes que el
original deben converger al mismo valor limite m/M.

La segunda forma de ejecutar una prueba es considerar M cajas idénticas, de modo que
cada una de ellas contenga una molécula de la misma especie A. En un instante definido,
todas las moléculas son fotografiadas simultaneamente, y el valor de la razén m /M se es-
tablece analizando cada una de las diferentes fotos de cada caja. Una coleccidn de sistemas
idénticos usados para el estudio de las caracteristicas de la probabilidad es llamado un
ensemble. Entonces, podemos usar un ensemble de cajas con moléculas para determinar
la probabilidad.

Ambas formas conducen a idénticos resultados si solamente en la primera forma la
condicion de intervalos de tiempo suficientemente grande es mantenida, y en la segunda



forma todos los sistemas del ensemble deben ser necesariamente idénticos.

Se sigue de la definicion de probabilidad que estos valores estan confinados entre 0 y
1. Necesariamente, m y M son ndmeros positivos y, ademas, el menor valor posible para
m es 0, y el madximo valor posible es el nimero total de pruebas M. Un evento que ocurre
en cada ensayo y cuya probabilidad es ademas igual a la unidad se llamado un evento
seguro. Un ejemplo es el evento consistente en la ubicacion de la molécula A en cualquier
lugar del interior el recipiente. Es natural que en cada fotografia que tomemaos siempre la
molécula se encontrara en el interior del recipiente. Esto es, para cada prueba siempre la
molécula estara en el interior de la caja. En el caso opuesto, cuando un evento no ocurre en
cualquier prueba, y ademas su probabilidad es cero, se denominard imposible. Podemos
dar un ejemplo trivial: el evento de encontrar la molécula fuera del receptaculo. Puesto que
la molécula, fisicamente siempre estara en la caja, es imposible encontrarla fuera de ella.

1.2 Conjuntos de eventos mutuamente excluyentes

De gran significado en la construccion y aplicacion de la teoria de la probabilidad es el
concepto de conjuntos de eventos mutuamente excluyentes.

Dos eventos se dicen mutuamente excluyentes si la ocurrencia de uno excluye la posi-
bilidad de ocurrencia del otro.
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Fig. 1.2

Consideremos un ejemplo. Dos volimenes, A7,y Ao, se seleccionan de la caja para
observar si se encuentra en uno de ellos la molécula. Si los volimenes no se intersectan,
como se muestra en la Fig. 1.2a, el evento 1 consistira en que en el instante ¢ la molécula A
se encuentre en Aty el evento 2 consistird en que la molécula se encuentre, en el mismo
instante ¢, en A7,. En este caso ambos eventos son mutuamente excluyentes. Es evidente
que cuando los dos volimenes se intersectan, como lo indica la Fig. 1.2b, los dos even-
tos son compatibles puesto que en instante ¢ la molécula puede encontrarse en la region
sombreda de la interseccidn, y esto significa que la molécula puede encontrarse en ambos



volimenes.

El valor de aplicacion del concepto de eventos mutuamente excluyentes se debe al
siguiente teorema: la probabilidad de ocurrencia de uno de dos eventos mutuamente ex-
cluyentes es igual a la suma de las probabilidades de ocurrencia de cada uno de ellos. Este
toerema es facil de probar considerando el ejemplo dado anteriormente. Supongamos que
la situacién de que la molécula se encuentre en el primero de los dos volimenes que no se
intersectan, esta caracterizada por la probabilidad

mp

W) = i
donde m; es el nimero de veces que la molécula cae dentro del primer volumen en M
pruebas. Similarmente, la proababilidad de que la molécula se encuentre en el segundo
volumen es m

W) =<2
El evento consistente en encontrar lamolécula en al menos uno de los dos volumenes sucede
my + my veces. Ahora, de acuerdo con la definicion general, podemos ver que la proba-
bilidad de que suceda al menos uno de los dos eventos es
mp+ma My i ma

M M M
y esto prueba el teorema. Con eventos compatibles (interseccion no vacia), no podemos
asegurar que el nimero de veces que la molécula se encuentra en el primer o segundo vol-
umen es my + my. Este nimero serd mas pequefio debido a los casos en que la molécula
se encuentre en la interseccidn de los volimenes, y tales eventos son incluidos simultanea-
mente en my y mo.

Un coleccion completa de eventos mutuamente excluyentes se define como la colec-
cién de eventos mutuamente excluyentes en que la ocurrencia de uno de ellos es segura.
Los eventos mutuamente excluyentes considerados en el ejemplo precedente (Fig. 1.2a)
no forma un conjunto completo debido a que la molécula puede estar fuera de ambos
volumenes A7y y ATo. es decir es una situacion posible que no ocurra ninguno de el-
los. Ahora, si complementamos los eventos 1y 2 anteriores con el evento 3 consistente en
que la molécula se encuentre en el resto del espacio luego de restar los volimenes Aty y
AT, el nuevo grupo de estos tres eventos forma un conjunto completo. Entonces, como
los eventos no se intersectan, ellos son mutuamente excluyentes; y ademas la ocurrencia
de cualquiera de ellos es una certeza, puesto que la molécula se encontrara ya sea en Ary,
0 en AT, o fuera de ambos volimenes.

Eventos igualmente posibles son aquellos en que la probabilidad de ocurrencia de
cualquiera de ellos tiene el mismo valor. Para explicar este concepto, vamos a suponer
que la caja esta dividida en dos partes iguales, digamos 1y 2 (Fig. 1.3) y consideremos una
coleccion consistente en dos eventos: obtener la molécula A en 1y obtener la molécula A
en 2. Los volumenes no se intersectan, y, consecuentemente los eventos son mutuamente
excluyentes. La coleccion es completa porque los volimenes 1y 2 completan exhausti-
vamente todo el volumen de la caja. Finalmente, de la equivalencia completa de los dos
volumenes, es evidente de que la probabilidad de encontrar la molécula en 1 es igual a la
probabilidad de encontrarla en 2. En este ejemplo, los eventos 1y 2 forman una coleccién

W = —W(1)+W(2)



completa mutuamente excluyente e igualmente posible.
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Debemos cuidar que la conclusion de los eventos igualmente posibles esté fundado en
nociones bien especificas de la naturaleza y condiciones del movimiento de la molécula.
Por ejemplo, si la molécula tiene un momento magnético y un magneto que produce un
campo magnético no homogeneo ubicado en la cara izquierda de la caja, la probabilidad
de detectar la molécula en el volumen 1 serd mas alta, y en este caso los eventos no son
igualmente posibles.

La Figura 1.4 muestra cinco volimenes de tamafio idéntico en que una caja ha sido
dividida virtualmente. Consideremos los eventos de encontrar la molécula en cada uno de
estos volimenes, ¢sOn estos volimenes igualmente posibles?
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La respuesta dependera de lo que ocurrira cuando la molécula colisiona con una pared.
Si suponemos que la molécula después de la colision se adhiere a la pared por algun tiempo,
es natural que pasard méas tiempo en el volumen 1y 5. En consecuencia, las probabilidades
W (1) y W(5), aunque siendo iguales, serdn mayores que las otras probabilidades. Las
condiciones del movimiento en cada uno de los volimenes 2, 3y 4, sin embargo, son ab-
solutamente idénticos, y ademas las probabilidades W (2), W (3) y W (4) son iguales unas
aotras. En una situacidn real, lo mas frecuente en lo que respecta a colisiones con una mu-
ralla es que los impactos se pueden considerar perfectamente elasticos. Las probabilidades
de estos cinco eventos seran, entonces, iguales. En lo que sigue, vamos a considerar este
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tipo de colision, de modo que los sucesos que consisten en detectar una molécula en un
cierto instante en volimenes iguales tendra la misma posibilidad.

La importancia del concepto de un conjunto completo de eventos igualmente posibles y
mutuamente excluyentes consiste en que nos permite encontrar el valor de la probabilidad
de un evento tedricamente. Consideremos el ejemplo de determinar la probabilidad de que
la molécula se encuentre dentro del volumen At que esta en la caja.

Dividamos virtualmente la caja en n paralelepipedos idénticos (Fig. 5) de manera
tal que el volumen A7, con una alta precision, esté contenido en un nimero m de estos
paralelepipedos. Como hemos visto anteriormente, los eventos consistente en encontrar la
molécula A en uno de estos paralelepipedos, en un instante ¢, forman un conjunto completo
de eventos igualmente posibles y mutuamente excluyentes.
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Fig. 1.5

La probabilidad de que la molécula A esté en un determinado paralelepipedo es la
misma para todos los paralelepipedos (la condicién de igualmente posible) y la podemos
calcular de las condiciones de completitud y exclusién mutua. La probabilidad de que la
molécula A se encuentre dentro de la cajaes 1 (el evento seguro). Por otro lado, de acuerdo
a la regla de la suma para eventos mutuamente excluyentes, la misma probabilidad puede
ser representada como la suma de las probabilidades de todos los eventos (que son n), es
decir 1 = nW. Se concluye entonces que

wo L

n
La probabilidad W (A7) en la que estamos interesados sera igual a la suma de las probabil-
idades de que la molécula se encuentre en alguno de los paralelepipedos que conforman el
volumen A7. Puesto que la suma total de estos paralelepipedos es m, usando nuevamente

el teorema de la adicién, tenemos que
W(AT) =mx ~ =1 (1.1)
n n

Si multiplicamos el numerador y el denominador por el volumen de uno de los paralelepipe-



dos, obtenemos A~ en el numerador y el volumen de la caja entera en el denominador. En
consecuencia, la probabilidad de que una molécula en un recipiente de volumen V' se en-
cuentre en el elemento A7 de volumen en el instante ¢ es
W(AT) =~ ar (1.2)
14
La formula (1.2) no contiene el nimero de paralelepipedos n, de modo que el resultado
final no depende del tamafio de los volimenes en el cual hicimos la divisién virtual del
volumen del recipiente. Este tamafio se puede considerar infinitamente pequefio y, con-
secuentemente, serd mas exacto formar el volumen A7 de modo que la férmula (1.2) es
absolutamente precisa, mas que la férmula aproximada de (1.1)

1.3  Eventos independientes

En los célculos que tenemos que desarrollar con probabilidades, la propiedad de indepen-
dencia de eventos aleatorios es frecuentemente utilizada. Dos eventos se dicen que son
independientes si la ocurrencia de uno de ellos no afecta la probabilidad de ocurrencia del
segundo. Consideremos un ejemplo. Supongamos que el primer evento consiste en que la
molécula A esta dentro del volumen A7, en el instante t; y el segundo, que otra molécula
B se ubique dentro del volumen A7, en el mismo instante. Sin importar si la molécula
A esta 0 no dentro del volumen A7, la probabilidad de que la molécula B se encuentre
en el volumen At es igual a la cantidad A75/V, luego estos eventos son independientes.
Esto ocurrira si es que las moléculas no interactlian una con la otra. Y en este caso, aun
si los volimenes A7y y Aty coinciden, los eventos son independientes. La presencia de
interaccion, sin embargo, puede cambiar la situacién. Por ejemplo, bajo la mutua repulsion
de las moléculas, la probabilidad de que la molécula B aparezca en el volumen A7 junto
con la molécula A es méas baja que si fuese en la ausencia de A. En condiciones generales,
todas las moléculas interactlian una con la otra, pero la fuerza de interaccién disminuye rap-
idamente cuando la distancia entre ellas aumenta entre ellas, de modo que a distancias de
orden de varios didmetros de las moléculas la interaccion pueded ser despreciada comple-
tamente. Esto es posible en bajas concentraciones (gases), cuando la distancia media entre
moléculas es mucho mas grande que su didmetro, luego si consideramos esta situacion, los
eventos tratados en el ejemplo anterior son efectivamente independientes. Para grandes
concentraciones (gases fuertemente comprimidos, liquidos) la situacién es diferente.

La probabilidad de la ocurrencia conjunta de eventos independientes es igual al pro-
ducto de las probabilidades de cada uno de ellos.

Para explicar esta propiedad, consideraremos un gas enrarecido. Supongamos que hasta
n pruebas la molécula A fue encontrada m; veces en el volumen A7y, y lamolécula B fue
encontrada mo veces en el volumen Ar,, entonces

my

W(A) =

ma
W(B) = -
De todas las pruebas cuyo numero total es mjen que A cae dentro de A7y, dejemos de
lado aquellas pruebas en que B cae dentro de A7s. Puesto que la probabilidad de que el
evento B ocurra es mz /n, el nimero de eventos dejados fuera debe ser igual a my (mz/n).
Si ahora relacionamos el nimero encontrado de eventos con el nimero total de pruebas, la



probabilidad de la ocurrencia conjunta de los eventos Ay B es

W(AB) = M = ZLI2 _(A) - W(B)

Esta formula es la expresién matematica de lo que se asevero anteriormente.
1.4  Probabilidad condicional

La pregunta que asoma ahora es: ;cdmo podemos calcular la probabilidad conjunta de dos
sucesos que son dependientes? Para responder a esto volvamos a un ejemplo. Tomemos el
evento 1 como la ubicacion de la molécula A dentro del volumen A7 en el instante ¢, y
el evento 2 como la ubicacion de la misma molécula dentro del volumen A7s en el mismo
instante ¢. Estos eventos son independientes. Supongamos, por ejemplo, que los volimenes
ATy AT no se intersectan, es decir que los eventos 1y 2 son mutuamente excluyentes.
Ahora, si lamolécula se encuentraen Ay, ellano podria estar, naturalmente, en el volumen
ATy. Luego si la probabilidad del evento 2 es A7, /V/, la misma probabilidad, cuando el
evento 1 ocurre, es ahora 0. Es exactamente el cambio en el valor de la probabilidad del
evento 2 debido a la ocurrencia del evento 1 que indica la dependencia de estos eventos
en el sentido probabilistico.

En el caso méas general de interseccion arbitraria entre los volimens A7y y A7, los
eventos 1y 2 siguen siendo dependientes. para convencernos que esto es cierto, calculemos
cuanto cambia la probabilidad del evento 2 dado que ocurre el evento 1. La ocurrencia del
evento 1 significa que la molécula esté en el interior de A7+, y ademas se puede considerar
COMO un nuevo recipiente que contiene a la molécula. La probabilidad de detectar a la
molécula, en el mismo instante, en el volumen A7, es la probabilidad de que la molécula
se encuentre en el volumen A, que es la parte comuin de A7y y At (vea Fig. 1.2b). Esta
probabilidad es igual a la razén entre A7y el volumen del ”nuevo recipiente” A7;. Luego
la probabilidad W (2) del evento 2 sin la condicion 1, o, de otra forma, la probabilidad

incondicional, tiene el valor de
ATQ
W(2) = —
mientras que la probabilidad condicional 17 (2) es la probabilidad de que el evento 2
ocurra dado que el evento 1 ha ocurrido: esto es
AT
o ATl
Es obvio que en el caso general las probabilidaes condicionales e incondicionales no coin-
ciden en su valor, y esto es justamente lo que significa la dependencia entre dos eventos.
Para eventos independientes, las probabilidades condicional e incondicional son iguales.
Podemos ahora formular una regla casi evidente. La probabilidad W (1, 2) de la ocur-
rencia conjunta de los dos eventos 1y 2 es igual a la probabilidad W (1) del evento 1
multiplicado por la probabilidad condicional 1/ (2), o la probabilidad 17/(2) del evento
2 multiplicado por la probabilidad condicional W5(1). Esto es

W(1,2) = W(1)W1(2) = W(2)Wa(1)
Tomemaos el ejemplo con interseccién de ambos volimenes para ilustrar este regla. La

Wi1(2)



probabilidad W(1,2) de ocurrencia de ambos eventos 1y 2 es, en esencia, la probabilidad
de que ocurra la interseccion de estas dos regiones, es decir que la molécula se encuentre
en Ar, de modo que

W(l,2) = % (13)
la férmula (1.3) pues ser escrita ya sea como
AT AT AT
W(l,2) == AV W(1) - Wi(2)
o en la forma A Ar A
_4a7T_ AT a2 _ .
W(1L,2) = 35 = -7 = W) Wa()

lo cual describe matematicamente la regla anunciada mas arriba.
1.5 Distribucion binomial de probabilidades

La informacion dada anteriormente nos permite resolver muchos problemas de la fisica es-
tadistica. En la prsente seccion, consideraremos uno de ellos que tiene gran relevancia tanto
desde el punto de vista de la aplicacién como del desarrollo de la teoria de la probabilidad.

Supongamos que un tubo contiene un gas con un determinado nimero de moléculas N.
Mentalmente fijemos una parte del volumen del vaso At y determinemos la probabilidad
de encontrar n moléculas en el volumen Ar. La solucion de este problema haré posible,
particularmente, conocer la probabilidad de un cierto valor de la densidad del gas, que es
de interés en algunas aplicaciones fisicas.

Comencemos con dos moléculas (N = 2) y asignemos los nimeros 1y 2 a las molécu-
las. Para determinar la probabilidad en la que estamos interesados, debemos considerar el
siguiente conjunto completo de eventos mutuamente excluyentes:

1 las moléculas 1y 2 estén en Ar;

2 lamolécula 1 estd en Ar,y la 2 esté fuera de este volumen;
3 lamolécula 2 estd en Ar,y la 1 esté fuera de este volumen;
4 ambas moléculas estan fuera de Ar.

Las probabilidades de estos eventos se evallian como sigue.

La probabilidad de que la molécula 1 esté en At es W = Ar/V, mientras que la
probabilidad de que se encuentre fuera de ella es

1-Ww=1 %

en virtud de que la suma de las probabilidades de ambos eventos debe ser 1. Las probabil-
idades relevantes para la molécula 2 tiene los mismos valores. Volvamos ahora al primer
evento en que ambas moléculas estdn en A7. Puesto que hemos supuesto que la inter-
seccion entre ambas moléculas puede ser despreciada, la ubicacién de las moléculas 1y
2 en At son eventos independientes, y ademas la probabilidad 171 del primer evento es el



producto de las probabilidades de que las moléculas 1y 2 estén en Ar, es decir
AT AT AT\ 2
M= = (7)
Similarmente, podemos encontrar

W, = %(1%)1&/(1%
Wy = %(1—%>:W(1—W)
W, = (1%)2(114/)2

Estamos interesados en la probabilidad de que Ar contenga n moléculas, es decir, para
nuestro caso sera 2, 1 6 0. No es dificil verificar que

W(2) =W, =W?
puesto que el evento 1 sucede solamente si ambas moléculas estan en A7. Ademas,
W(l) =W+ W3 = 2W(1 — W)
puesto que en el segundo y tercer caso solo una molécula estd en A7. Finalmente,
W) =W, =(1-W)?

Si el nimero de moléculas es tres y ellas son designadas por 1, 2, y 3, los eventos
listados en la Tabla 1.1 son posibles. Esa tabla entrega los valores de las probabilidades
W; correspondientes a las diferentes posibles distribuciones de las moléculas, y también

entrega las probabilidades requeridas W (3), W (2), W (1) y W(0).
Yendo ahora al caso méas general de N moléculas, podemos demostrar que

N!

_ n _ N—n
W (n) = =" (1-W) (1.4)
mol. mol. N° mol.
Neo even. Wi W(n)

en AT en V—AT en AT
1 1,23 — 3 ws W(3) = W3
2 1,2 3
3 1,3 2 2 W2(1-W)  W(2) = 3W2(1-W)
4 2,3 1
5 1 2,3
6 2 1,3 1 W(I-W)2  W(1) = 3W(1-W)2
7 3 1,2
8 — 1,23 0 (1-W)3 W(0) = 1-W)3

Tablal.l

Necesariamente, la probabilidad de que n moléculas estén en el volumen A, y el resto de
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las N— At moléculas se encuentren fuera de este volumen es
w1 —w)N - (1.5)

El nimero de eventos similares que difieren unos a otros en cuanto a determinar que n
moléculas del total N se encuentren en A7 es igual al nimero de combinaciones de N

tomadas de n a la vez, esto es
N N!
< n ) ~ nl(N —n)! (1.6)

Luego, sumando las probabilidades de todos los eventos en que n moléculas se encuentran
en Ar, esto es multiplicando (1.5) por (1.6), nos conduce a la formula general dada en
(1.4).

Los eventos que indican el namero de moléculas que pueden estar en A7, que pueden
ser0, 1,2, ..., N, conforman una coleccion mutuamente excluyente y completa. De manera
que la suma de las probabilidades de estos eventos deber ser igual a la unidad. Es sencillo
convencerse que es necesariemente correcto lo siguiente:

N NN .
DW= Ty =W
Usando el teorema del binomio, podemos escribir
N N! N N . N
;mw A-WN "= W+a-w)N =1V =1

La relacion entre las probabilidades W (n) y el teorema del binomio explica el porque a
este tipo de distribucion se le conoce como distribucién binomial de probabilidades.

Consideremos como ejemplo la distribucién de seis moléculas en un recipiente, que
lo hemos dividido mentalmente en dos partes iguales, esto es A7 = /2. Una vez que
hayamos calculado los coeficientes binomiales, podemos obtener los resultados que se
grafican en la Fig. 1.6, donde los puntos indican los valores correspondientes de las prob-
abilidades. Se puede observar que el evento que tiene la probabilidad mayor cuando n es
igual a tres, es decir cuando el recipiente contiene la mitad del nimero total de moléculas.
La ausencia de moléculas (n = 0) o cuando estén todas en una de las mitades del recip-
iente (n = 6) son considerablemente menos probable y ademas se observan con menor
frecuencia (unas 20 veces menos frecuente).

La distribucion binomial es usada para la resolucién de variados problemas, y no sola-
mente en el tipo de ejemplo considerado aqui. Supongamos que conocemos la probabilidad
de que una molécula tenga una caracteristica definida (por ejemplo, la velocidad que oscila
entre 100 y 150 m/s, o que ella viaja sin colisionar con otra molécula en una trayectoria
que no excede 1 mm, etcétera). ¢Cual es la probabilidad de que n moléculas de un total
de N tenga la misma caracteristica? Si los correspondientes eventos para las diferentes
moléculas son independientes y su probabilidad es W, la respuesta esta dada por la dis-
tribucion binomial (1.4). Para convencernos de lo cierto de esta conclusion, es suficiente
tomar en cuenta que el contenido especifico del problema del problema dado anteriormente
fue usado solamente para encontrar el valor de la probabilidad W = A7 /V de tener una
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Figure 1: Fig. 1.6

caracteristica definida (en este caso que la molécula esté dentro de Ar en el instante ).
Todas las otras razones no dependen sobre que otra caracteristica podamos considerar.

1.6 Lafdérmula de Stirling

En la resolucién de problemas fisicos estadisticos, debemos trabajar con grandes nimeros
de moléculas. En consecuencia, el uso de algunas férmulas, particularmente la distribucion
binomial, no es conveniente debido a los grandes factoriales de nimeros muy grandes que
vamos a encontrar. Por ejemplo, a temperatura y presion estandar, un centimetro cubico de
gas contiene 2.69 x 10'° moléculas. Si queremos determinar la probabilidad de que 106
de ellas se encuentren en un volumen de A7 = 1 mm3, el uso de la formula (1.4) requiere
gue computemos 106!y 2.69 x 10'°!. Si tomamos en cuenta que ya es dificil el com-
puto de 30! o de 40!, es bastante obvio que es deseable tener una formula que rapidamente
nos permita acceder a factoriales de grandes nimeros. La correspondiente expresién, que
encontraremos, fue obtenida por J. Stirling y lleva su nombre.
Es conveniente considerar no el valor de V! sino que con el logaritmo natural de esta
expresion
N
ImN!'=Inl+mI2+--+IN=> Inn

n=1

12
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Los valores de Inn han sido graficados en la Fig. 1.7. Y hemos agregado una suma
de rectangulos de tal forma que cada uno de ellos tiene altura precisamente In n, y de base
unitaria, por lo tanto el &rea de cada rectdngulo es In n. De modo que el &rea es la figura

. N . . .
escalonada esta dada por S = >, Inn. Por otro lado, el area bajo la curva determinada

por y = In x desde z = 1 hasta x = NV esta dada por
N
S':/lnxdx:NlnN—(N—l) x.7)
1
La formula (1.7) da un valor aproximado para el area de S, esto es S” ~ S, pero S puede
ser determinado con mas precision. Del grafico se desprende claramente que S* < S,y
una mejor aproximacion puede obtenerse si agregamos al area .S’ el dera de los "triangulos™
que estén sobre la curva. El rea de cada tridngulo, cuya base es 1y alturaln(n+1) —Ilnn,
estd dada por
% [In(n+1) — Inn]
Sumando las areas de todos los tridngulos nos queda

[In N.In(N — 1)] = %mN

N | =

%1n2+%[1n3—1n2]+%[1n4—1n3]+---+
Podemos entonces hacer la siguiente aproximacion
S'%NlanN+%lnN+1
Y puesto que N! = e,

1
N!zexp(NlnN—N+§lnN+1) =eNVe NN

13



La estricta derivacién, que se puede obtener en un curso de analisis, concluye que un re-
sultado mas preciso tiene la forma de

N!=V2rNNe NN (1.8)
es decir, existe una leve diferencia en el valor del factor constante (e = 2.718..., 27 =

2.506...).
El error relativo de la férmula 1.8 disminuye cuando N aumenta. Daremos dos ejem-
plos. Cuando NV = 4, el valor exacto de 4! es 24, mientras que la férmula de Stirling nos

da

V24 x 4te™* ~ 23.7
Cuando N = 6, el valor exacto de N'! es 720, mientras que si aplicamos la formula (1.8)
obtenemos el valor de 716. En el primer ejemplo, el error relativo es del 1.25%, y en el
segundo, 0.56%. El error relativo disminuye rapidamente cuando aumenta el valor de N.

2. VARIABLES ALEATORIAS Y SUS
CARACTERISTICAS

2.1 \ariable aleatoria

En las aplicaciones de la teoria de probabilidad a problemas de la fisica estadistica, debe-
mos trabajar con la nocién de variable aleatoria.Toda variable que toma valores numéricos
con una probabilidad definida se dice que es aleatoria. En el capitulo anterior, en esen-
cia, estabamos trabajando con el concepto de variable aleatoria. En efecto, el nimero de
moléculas en el elemento de volumen A7 seleccionado de un recipiente de volumen V' es
el correspondiente ejemplo, puesto que este ndmero toma valoresen 0, 1,2, ..., N, y cada
uno de estos valores puede ocurrir con una probabilidad W (n) determinada por la férmula
1.4 de la distribucién binomial. El nimero de moléculas en el volumen elemental A7 es,
entonces, una variable aleatoria. Tal variable aleatoria si dir4 discreta debido a que toma
valores sobre un conjunto finito (en nuestro ejemplo, los valores son 0, 1,2, ..., N).

\ariables aleatorias continuas también son consideradas.Estas toman valores sobre una
serie de valores continuos (un intervalo, por ejemplo). Posiblemente, el ejemplo mas sim-
ple de variable aleatoria continua es la coordenada de la molécula A en el recipiente de
volfiumen V. Ubiquemos el origen de las coordenadas en una de las esquinas del recipi-
ente rectangular como lo muestra la Fig. 2.1. La coordenada z 4 de la molécula a lo largo
del eje Z puede tomar valores dentro del intervalo de z = 0 hasta z = a, donde a es la
dimensidn del recipiente en la direccion del eje 7.

No es correcto calcular la probabilidad de que una variable aleatoria continua tome un
determinado valor prefijado. Lo adecuado es establecer la probabilidad de que una variable
aleatoria tome un valor comprendido entre z y z + dz. Si el intervalo dz es infinitamente
pequefio, la correspondiente probabilidad dWW sera tambien infinitamente pequefa, y, con-
secuentemente, serd proporcional al intervalo dz. Podemos escribie la siguiente expresion
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Figure 2: Fig. 2.1

para la probabilidad requerida:

dW = w(z)dz (2.1)
donde w(z) se conoce como la funcién de densidad de probabilidad. Su dimensién es
inversamente proporcional a la variable aleatoria z puesto que la probabilidad dW es una
cantidad adimensional. Entonce, la funcion de densidad de probabilidad de una variable
aleatoria z es una funcion w(z) de tal forma que cuando se multiplica por dz, obtenemos
la probabilidad de que el valor de la variable aleatoria se encuentre en el intervalo que va
desde z hasta z + dz. Si el intervalo dz es igual a cero, la correspondiente probabilidad
también es cero, ademas no tiene sentido en interesarse por la probabilidad de un valor
puntual de una variable aleatoia continua.

Para explicar el concepto que hemos introducido, volvamos al ejemplo en que la coor-
denada z de la molécula A es una variable aleatoria continua. Tenemos que encontrar la
densidad de probabilidad para esta variable aleatoria. La coordenada de la molécula caera
dentro del intervalo dz si, como se puede ver en la Fig. 2.1, la molécula misma logra estar
dentro del volumen A7 que esta confinado por dos planos paralelas que pasan por los pun-
tos z y dz en un angulo recto al eje Z. Supongamos que el area de la base del recipiente
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Figure 3: Fig. 2.2

es .S, luego el volumen elemental es dr = S dz. Puesto que el volumen del recipiente
completo es V = a S, obtenemos la siguiente expresion para la probabilidad:

dr Sdz 1
W=y ="s =%
Comparando esta Ultima igualdad con (2,1) podemos concluir que la densidad de probabil-

idad para la coordenada de la molécula es

Como debia de esperarse, la dimensidn de la funcién de densidad de probabilidad es el valor
reciproco de la longitud debido a que la variable aleatoria = tiene unidades de longitud.
Que la funcion de densidad que encontramos sea una cantidad constante estd asoiado
con las caracteristicas especificas del problema planteado, en que el recipiente es rectan-
gular y que todas las posiciones de la molécula A en el recipiente son igualmente posibles.
Si el recipiente fuera ubicado en un campo de accién de fuerzas externas (por ejemplo, si
tomamos en cuenta la accion de la fuerza de gravedad), o si la forma del recipiente no fuese
rectangular, la funcion de densidad de probabilidad podria no ser una cantidad constante.
Por ejemplo, consideremos un recipiente de forma cénica (Fig. 2.2), despreciando la
accion de la fuerza de gravedad, podemos encontrar la siguiente expresion para la proba-

bilidad dWW: )
d redz
aw =4 _ T 4z
vV (1/3)mR?H
donde r es el radio de la seccion de un cono corcular a una altitud z de la base y, conse-
cuentemente, 72 dz es el volumen de la seccion del cono confinado entre los planos que
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pasan perpendiculares al eje Z por los puntos z y z + dz respecto de la base. R es el radio
de la base, H es la altura del cono. En virtud de la similaridad de los tridngulos COA 'y
COB se sigue que 1; = <=, entonces tenemos
o (H-— 2)% Lo

A TER
Si tomamos en cuenta que el volumen del cono es V' = (1/3) mR?H, entonces
(H—=2)°

H3

dW =3 dz

es decir, la densidad de probabilidad es
(H — 2)?

H3

A menudo tendremos que trabajar con vectores de variables aleatorias, es decir con
vectores que tengan varias opciones de longitud y direccion que puedan tomar con una
probabilidad definida. Un ejemplo muy simple de un vector aleatorio es la posicion de la
molécula A que puede tomar en el recipiente de volumen V. Construyamos un sistema
cartesiano de coordenadas cuyos ejes describiran las componentes x 4, v, Y 24 aleatorias
del vector aleatorio r 4, y consideremos todos los puntos z, ¥, z que estan contenidos en
el volumen rectangular infinitamente pequefio dr = dz dy dz (Fig. 2.3). ¢(Cudl es la
probabilidad de que la punta del vector r4 esté en el interior del volumen d7? Puesto
que el volumen es infinitamente pequefio, la probabilidad d1¥ debe ser proporcional a tal
volumen pequerio, esto es

w(z) =3

dW = w(z,y, z) dr (2.2)
La cantidad w, que depende de las coordenadas X, y z, es llamada la densidad de probabili-
dad del vector de variables aleatorias r 4. Entonces, el producto de la densidad de probabil-
idad w de un vector de variables aleatorias y un volumen elemental dr es la probabilidad
de que la posicion del vector r 4 esté en el interior de dr o, en otras palabras, que las
siguientes condiciones se observan simultaneamente: las componentes x, y, z de r 4 estan
contenidas dentro de los intervalos que van desde z hasta x + dz, desde y hasta y + dy,
desde z hasta z + dz, respectivamente.

En el ejemplo que hemos considerado, la densidad de probabilidad w es el reciproco
del volumen del recipiente. En efecto, en la seccion 1.2, establecimos que la probabilidad
de que la molécula A esté en el volumen elemental dr, esto es la probabilidad de que la
posicion superior del vector esté en este elmento, es

dr
dW = —
v
Comparando esta ecuacion con la ecuacion (2.2), podemos concluir que
1
== 2.3
w= (23)

Si las componentes de un vector aleatorio son independientes, en este importante caso
particular la densidad de probabilidad w(z, y, z) esté representada como el producto de tres
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densidades de probabilidad

w(x,y, 2) dr = we(x) do - wy(y) dy - w.(z) dz (2.4)
de modo que la probabilidad de que la componente x se encuentre en el intervalo dz es
wg () dz'y no depende de los valores de las otras componentes.

La formula (2.4) tiene una sencilla interpretacion, significa que la probabilidad de que
el vector r 4 esté en dr es igual al producto de tres eventos independientes, digamos a la
probabilidad de que la componente = se encuentre en el intervalo dzx, que la componente y
se encuentre en el intervalo dy, y que la componente z se encuentre en el intervalo dz. La
féormula (2.3) obtenida mas arriba ilustra este caso. Puesto que el volumen del recipiente
tiene la forma de un paralelepipedo rectangular es igual al producto de sus lados, tenemos
que

V = cha
donde ¢, by a son las longitudes de los lados a lo largo de los ejes X, Y, y Z, respectiva-
mente. Usando esta relacion, podemos escribir la siguiente expresion para la densidad de
probabilidad:

entonces
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2.2 \alor medio

El conocimiento de las probabilidades de los valores que puede tomar una variable aleato-
ria discreta o la densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua, nos permite
encontarr su valor medio, o, dicho de otra forma, su esperanza matematica. Obtendremos
la regla para su calculo mediante un ejemplo especifico.Supongamos que tenemos un vol-
umen At dentro del recipiente de volumen V, y la variable aleatoria en la que estamos
interesados es el nimero de moléculas que pueden estar en el interior de A7 en un cierto
instante ¢. Supongamos ademas que realizamos un gran nimero de pruebas M y en cada
una de ellas registramos el nimero de moléculad en Ar. Supongamos que m; veces fue
registrado el valor nq, mo veces el valor n, y asi sucesivamente. Entonces, encontramos
el valor medio del nimero de moléculas en A7 mediante la férmula

n) = minig +mong + -+ mang +maong + - -
mi+mo + - M
mi +m2 +
= —n —n ...
M 1 M 2

Si el nimero de pruebas es suficientemente grande, la razén m4 /M, mo /M, etcétera, lle-
gard a ser igual a la probabilidad de los valores relevantes de n, es decir

(n) = w(ni)ni +wn2)nz + -+ = Zw(m)m (2.5)

donde la suma es evaluada sobre todos los valores posibles de la variable aleatoria n; (n; =
0,1,...,N),donde N es el nimero de moléculas en el recipiente).

Cuando consideremos una variable aleatoria continua z, y puesto que la probabilidad
de que su valor se encuentre en un intervalo dz es w(z) dz, debemos sumar la expresion
zw(z) dz sobre todos los valores de z, es decir sobre todos los intervalor dz debemos
encontrar el valor medio. Esto significa que la regla para determinar el valor medio de
una variable aleatoria continua puede escribirse como

(z) = /zw(z) dz (2.6)

donde la integral (suma) es evaluada sobre todos los valores posibles de z.

\olvamos al nimero medio de particulas en el volumen A7. Supongamos que el nimero
total de particulas en el recipiente de volumen V es N. El valor medio esta determinado por
la formula (2.5) en que w(n;) deber entenderse como la probabilidad de que n; pariculas
estén en A7, esto es la expresion (1.4). Luego

N n; N —n;
N! AT\ AT :
() = 2 iy (7) <1 - 7)

n; =0
En la evaluacidon de la suma anterior. debemos prestar atencion al hecho de que la suma
empieza desde n; = 1 debido a que en n; = 0 el término se anula (debemos recordar que
0! = 1). Con esto en mente y cancelano n;, podemos escribir

(n) = i (ni—l)i\([]!\/'_ni)! <%)m <1_%>N—m

n;=1

19



Si designamos n; — 1 por k, donde & toma los valores 0, 1, ..., N — 1, la expresion para (n)
puede escribirse como

Z MV 717 )ff <%>k<1_%)le

Removemos el factor comun dentro de la suma, y obtenemos

ATZ N 1 g k 1_£ N —-1-k
KI(N f1f) v %

Mediante la férmula del teorema del binomio y de manera analoga a los célculos que real-
izamos en la seccion 1.5, tenemos

e (3) (3 e (3]

De modo que,
(ny=N — (2.7)
es decir, el nimero medio de particulas en el volumen A7 es igual al nimero de particulas N
del recipiente multiplicado por la probabilidad (A7/V") de que una particula se encuentre
en Ar.
Ahora calcularemos el valor medio de una variable aleatoria continua usando el ejemplo
de la coordenada z de una molécula en un recipiente rectangular. Habiamos visto que la
densidad de probabilidad para este caso es w(z) = 1/a. El valor medio de z es calculado

mediante (2.6):
I 1 1221 a
— Zdz= |22 =2 2.8
(2) / z= dz [ ]0 5 (2.8)

y obtenemos un resultado que fue intuitivamente obvio desde el principio.

A menudo es importante en las aplicaciones conocer el valor medio de la funcién de
una variable aleatoria, por ejemplo, el cuadrado (u otra potencia) del nimero de particulas
en el volumen A o el cuadrado de la coordenada de una molécula z2. Aplicando el ra-
zonamiento anterior no a la variable aleatoria n; misma, sino a la funcion (n;) de ella,
podemos demostrar facilmente que el valor medio puede ser determinado por la formula

Zw ni) w(n;) (2.9)

El valor medio de la funcion de una varlable aleatoria continua es evaluada con ayuda de
la regla cuyo significado es similar

z)) = /1p(z) w(z) dz (2.10)

la integral es evaluada sobre todos los valores posibles de la variable aleatoria z.
Entonces, el valor medio (esperanza matematica) de la funcién de una variable aleato-

ria es evaluada como la suma del producto de esta funcién y la probabilidad del valor de

su argumento, es decir mediante la formula (2.9) para una variable aleatoria discreta y por
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la férmula (2.10) para una continua.

Usemos la regla anterior para calcular una importante caracteristica conocida como dis-
persidn. La dispersion es la esperanza matematica del cuadrado de la desviacion de una
variable aleatoria respecto de su valor medio, es decir

D) = (s = (n))*) s D(z) = (2 = (0)*) (2.41)

La importancia de esta caracteristica viene del hecho que ella determina el grado de disper-
sion de una variable aleatoria, es decir de una cierta manera la dispersion es una medida de
la aleatoriedad o azar. Si una variable no aleatoria es considerada como aleatoria tomando
un mismo valor con probabilidadl, es claro que la desviacion de su valor medio es cero,
Yy, en consecuencia, la dispersién también es cero. Luego, la dispersion de una variable
no aleatoria es cero, mientras que para una variable aleatoria ella serd més grande, y su
amplitud es la dispersion de sus valores.

las formulas (2.11) pueden escribirse de manera mas conveniente para sus célculos.
Obtendremo mas abajo su céalculo para un ejemplo de una variable aleatoria continua puesto
que para el caso discreto solo tenemos que sustituir la integral por una suma.

De acuerdo con la definicién de la dispersién,

D) = /(z— ()2 w() dz:/(z2 ~22 {2) +(2)7) w(z) de
= /zQw(z) dz—/2 z {z) w(z) dz+/<z>2 w(z) dz

Puesto que 22 es simplemente un nimero, la Gltima integral es igual a

/<z>2 w(z) dz = (z)? /w(z) dz
La condicién de normalizacion para la densidad de probabilidad de una variable aleatoria
es
w(z)dz =1
Esto proviene del hecho de que los valores que toma una variable aleatoria de diferentes
intervalos dz forman una coleccién de eventos completo y mutuamente excluyente. La
condicion de normailidad significa que la variable aleatoria con probabilidad 1 tomara un

valor cualquiera de todos los posibles valores.
La pendltima integral en la expresion para la dispersion adopta la siguiente forma:

/2z () w(z) dz = 2 (2) /z w(z) dz = 2(2) (2) = 2(2)?

Puesto que la primera integral corresponde al valor medio del cuadrado de la variable puede
ser denotada por <22> y tomando en cuenta la normalizacion el resultado final es

D(2) = (22) = 2(2)* + (2)% = (%) — (2)° (2.12)
Una férmula similar se tiene para una variable aleatoria discreta:
D(n;) = (n?) — (n;)?
Usando el ejemplo de una dispersion, se puede demostrar facilmente que el valor medio
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de una funcion de variable aleatoria no es igual a la funcién cuando el valor medio de la
variable aleatoria es considerada en el argumento de la funcidn. Necesariamente, en el caso
dado, debemos evaluar el valor medio de la funcién f(z) = z2. Su valor medio es (2?),y

no es igual al cuadrado del valor medio <z>2. Si tal igualdad existiese, la dispersion deberia
ser nula. \Veremos que esto no sucede, usando el ejemplo tratado en la presente seccion.

Vamos a calcular la dispersién de la coordenada de una molécula en un recipiente

rectangular. Para usar (2.12), calcularemos (22):

1 a®
2
= —_— d = —
<Z > /Z a z 3
0
Puesto que (z) = a/2, por (2.12) tenemos

a’> a®> a®
D(z)= — - — = —_
=3 -T- %
Las siguientes propiedades de valor medio y dispersion son muy importantes para su
aplicacion.
(@) Si sumamos dos funciones fi(x,y,z) Y fao(x,y, 2), donde r = {x,y, 2} es un vector

(b)

©

aleatorio, el valor medio de la suma de sus funciones es igual a la suma de los valores
medios.
Ademaés, cuando r es un vector aleatorio continuo, tenemos que

iy, 2) + ey, 2))) = / fi+ F2)w(z,y, ) dr

= /f1wxy, dT+/f2wxy,

= + (f2)
Esta propiedad es similar para el caso de varlables aleatorias discretas.
Si una funcién de un vector aleatorio r es multiplicado por una constante nuérica a, el
valor medio del producto es igual al valor medio de f; multiplicado por a. De otra man-
era, esta propiedad es formulada como sigue: un factor constante puede ser removido
del operador del valor medio. La prueba es como sigue:

(afi) :/af1WdT:a/f1w<iT:a<f1>

(la prueba es similar para el caso discreto)
Si existen varias funciones (por ejemplo, tres) fi, f2,Y f3 delascomponentes x, y, z del
vector aleatorio » = {z,y, z}, y si las variables aleatorias x, y, z son independientes,
de modo que

w(x,y,z)dr = wy dz - wy dy - w, dz
el valor medio del producto f;(z) - f2(y) - f3(z) es igual al producto de sus valores
medios.
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(d)

En efecto,

roforfs) = / / / 1) Fo) Fo(2) wa() wy () ws(2) da dy dz

f1(@) w, (@) de - / fol) wy(y) dy - / fal(2) ws(z) dz
= (f1) (f2) - (f3)

La dispersién de la suma de varias variables aleatorias independientes es igual a la
suma de sus dispersiones.
Sea z, y, z variables aleatorias independientes; luego, por definicién, tenemos

Da+y+2)={(@+y+2)7) - (@+y+2)]
Obteniendo el cuadrado del primer paréntesis y usando la propiedad (a) en el segundo
paréntsis:
Dxz+y+2z) = <(x2 +y? 4+ 2%+ 20y + 2:cz+2yz)>
— ((z) + (y) + (2))”
Obteniendo el cuadrado del segundo paréntesis y aplicando la propiedad (a) al primero:
Dz+y+2z2) = (<:c2> + <y2> + <22> + (2zy) + (222) + (2y2)

—(2)* = (y)* = (2)”

—2(z) (y) — 2(z) (2) — 2(y) (2))
En virtud de la propiedad (b), removemos el factor 2 del operador valor medio de modo

que, por ejemplo, (2zy) = 2 (zy). Y, puesto que las cantidades , y, z son independi-
entes, de acuerdo a la propiedad (c) tenemos

(zy) = (@) (y) 5 (22) = () (2); (yz) = () (2)
y ahora vemos que todos los términos contienen productos de los valores medios de
diferentes variables aleatorias cancelandose unos con otros. En consecuencia,

Dx+y+z) = (%) — @)+ @) — @ +{z*) - (2)°
= D(z)+ D(y) + D(z)
[ |

Las propiedades anteriores nos permiten a menudo simplificar los célculos de los val-

ores medios y de dispersion. Nuevamente vamos a considerar el ejemplo del nimero de
péarticulas en el volumen Ar. Si asociamos a cada molécula la variable aleatoria n 4 que
toma el valor de 1 cuando la molécula estd en A7 y el valor de 0 cuando esta fuera de
este volumen, el nimero de particulas en A7 puede ser considerado como la suma de estas
variables aleatorias para todas las moléculas del gas. En virtud de la propiedad (a), el valor
medio del nimero de particulas es igual a la suma de la esperanza matematica de n 4. Esta
Gltima cantidad es calculada por la férmula general

AT AT AT
<7’7/A>:1X7+0X (1—7)
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Puesto que la esperanza matematica para todas las moléculas es la misma, su suma es eval-
uada multiplicando la expresion obtenida por el nimero total de moléculas N. En conse-

cuencia,

AT

La dispersién del nimero de particulas en At se puede evaluar rapidamente. Primero es
necesario encontrar (n? ) :

AT AT
<n124>:12><7+02><<1—7>:

AT
Vv
y entonces la dispersion de esta cantidad es

D= ()~ (na)? = 27 <%>2 -5 (1 - %)

La dispersion del namero total de particulas en A est4 determinada con la ayuda de la
propiedad (d). Esto es

14 14
El célculo directo de esta cantidad es considerablemente mas incémodo.

D:NDnA:N£<1—£)

2.3 Distribucién de Poisson

En el Capitulo 1, mencionamos que el uso de la distribucion biniomial para calcular proba-
bilidades, cuando el nimero de moléculas es muy grande, no era conveniente, y obteniamos
la formula de Stirling para facilitar la evaluacién de factoriales muy grandes. Usando la
féormula de Stirling, podemos simplificar la distribucion binomial y reducirla a otra dis-
tribucion que puede ser nés conveniente para los calculos.

En la presente seeccion, cuando el nimero de moléculas N es muy grande, y pequefios
valores para el niUmero n de moléculas en A7 sera el principal interés, es decir, asumimos
que para grandes valores de n la probabilidad es muy baja de modo que puede ser ignorado.
Supongamos que, por ejemplo, que un recipiente contiene N moléculas, donde NV es del
orden de 109, Separemos al volumen A7 es muy péquefio en comparacion con el volumen
V' del recipiente de modo que podemos encontrar n = 0,1,2 0 3 moléculas en él, y la
probabilidad de que el nimero de moléculas exceda por ejemplo el valor de n = 10, es muy
baja. Para este prop6sito, el volumen debe ser tal que el nimero medio de moléculas en él,
dado por (n) = N (A7/V') debe ser mas pequefio que el nimero Iémite n = 10 que hemos
elegido, por ejemplo, (n) = 3. Naturalmente, el nimero 3 ha sido elegido arbitrariamente
y perfectamente puede ser otro nimero que sea suficientemente pequefio en comparacion
con el nimero total de moléculas NV; sin embargo para valores relativamente grandes es
mas conveniente usar una aproximacion diferente de la distribucion binomial que daremos
en la proxima seccion y que a sabiendas es inadecuada para valores bajos de (n) (como
(n) <3)
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El valor exacto de la probabilidad segun la férmula de la distribucién binomial es

- i () (1-3)

Tomando en cuenta el hecho de que N y N — n son nimeros muy grandes, reemplazamos
los factoriales usando la aproximacion de la férmula de Stirling

NNe—NNl/Z o AT n Ar N—-n
W(n) = v « (BT} (1-2r
n(N —n) N=ne=N+n(N —n)1/2/21 4

%
Dividiendo tanto el numerador como el denominador por /27 x NN~ N1/2 ¢N nos queda
N (A n(1—A N—n
W) = ATV AT/V)
n!(1 —n/N)N-neN(1 —n/M)'/?2
El factor en el denominador, esto es

(2.13)

(1 —n/N)™

(I—=n/N)"

es transformado como sigue. Se sabe del andlisis que la expresion (1 — n/N)~ cuando
N — oo (en términos practicos, cuando NN es suficientemente grande) es igual a e™". La
expresion (1 — n/N)™, cuando n/N es una cantidad muy pequefia, estd muy cerca de la
unidad. Si tenemos que n < v/N, por ejemplo n = 0.3v/N, entonces

- - 080T

= (6_0'3)0'3 =e "% =091

(1—n/N)N-" =

De ahi que
N—n
(-5) s

Naturalmente, con las suposiciones que hemos hecho. el otro factor del denominador de
(2.13) también se aproxima a la unidad:

(-3)"

Para completar nuestros calculos, nos queda por considerar la expresion encontrada en el
numerador de (2.13):

Nen (1o N@agv\
<1 - ﬁ) - ( al ) (2.14)
v 1—Ar/V)

Si nAr <« V, por analogia al razonamiento anterior, el denominador de (2.14) es igual a
la unidad. La cantidad N (A7/V) esigual al valor medio del nimero de moléculas en A,
y que denotamos por (n), es mas pequefio que N, y ademas

25



Para la probabilidad en la que estamos interesado, hemos encontrado la siguiente ex-

presion:
win) = 2 (AT,/Y,,?]”&’ W _ - <> (2.15)

la formula (2.15) se conoce como la diéteribuecién de Poisson.nEIIa determina la probabil-
idad de encontrar » moléculas en A7 (cuando el valor medio del nimero de moléculas en
At esigual a (n))y estadistribucidn es correcta si el nimero de moléculas en el recipiente
es mas grande que (n)>.

Puesto que la distribucion de Poisson es el caso limite de una binomial cuando (n)* <
N, o, en otras palabras, cuando (n) /N = Ar/N — 0, la dispersion de una variable
aleatoria que se distribuye segun una Poisson es obtenida de la formula (tanto tanto) por el
mismo proceso de limite, es decie, la dispersion es igual al valor medio:

D =(n)

2.4  Distribucién Gaussiana

Otra distribuciéon muy Util se puede utilizar no solo cuando el nimero de moléculas NV es
suficientemente grande si no que también cuando el nimero de molécula n en el volumen
AT lo es, asi como el nimero N-n de moléculas que quedan fuera del volumen Ar. Este
caso se realiza a menudo en la practica puesto que para que ocurra es suficiente que el
namero medio de moléculas en el elemento
N AT

(n) = v (2.16)
sea grande, pero no demasaido cercano al nimero total de moléculas, en otras palabras,
el volumen A7 no debe ser demasiado pequefio en comparacion con V, ni tampoco muy
cercano a este volumen. \eremos en lo que sigue que la distribusion Gaussiana es suficien-
temente precisa si (n) y N — (n) son mayores que 3, y su precision aumenta cuando (n) y
N — (n) crecen.

La probabilidad de que el volumen At contenga n particulas de modo que el nimero
medio de particulaen A7 sea (n) y el nimero medio de particulas N — (n) fuera de este vol-
umen sean suficientemente grandes esta dada por la férmula conocida como distribucion
Gaussiana,

2
Wi(n) = \/;r_Dexp — % (2.17)

La distribucion Gaussiana (2.17) es usada con mas fracuencia cuando el nimero de
moléculas en At es muy grande. En la practica, virtualmente no conocemos la probabili-
dad de encontrar n moléculas exactas en el volumen A7; por lo general estamos interesados
en la probabilidad 61 de que el nimero de moléculas esté dentro del intervalo de valores
desde n hasta n + 6n. Si la cantidad 6n es suficientemente pequefia (mucho mas pequefia
que v/D), la probabilidad calculada por (2.17) para cualquier » del intervalo de longitud
on es virtualmente la misma. Desde esta condicion, la probabilidad 6T/ se obtiene multi-
plicando la probabilidad W (n) por én, considerando cualquier » arbitario del intervalo de
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longitud én, esto es

oW =

1
V2r D 2D
La férmula (2.20) nos muestra que cuando se trabaja con un gran nimero de moléculas la
variable n puede considerarse como una variable aleatoria continua, y la probabilidad de
que su valor se encuentre entre n y n + én esta determinado por la formula (2.18), es decir,
la densidad de la probabilidad es

_ 1 (n— (n)”
w(n) = D exp l— T]

Si es necesario determinar la probabilidad 1/ del hecho de que n esté contenido en el inter-
valo que va desde n hasta n,, y suponiendo que este intervalo no es pequefio en compara-
cién con /D, sera necesario tomar en cuenta los cambios en la densidad de probabilidad
en este intervalo, y considerando el caracter de variable aleatoria continua que tiene n,

tenemos que
no no 2
W:/w(n)dn:/ M] dn

exp l M] on (2.18)

1
exp | —
V2r D [ 2D
Exactamente de la misma manera que cuando determinamos el valor medio de la funcién

f(n) de el nlmero de moléculas n, debemos usat la formula para el célculo de los valores
medios de variables aleatorias continuas:

= [ s o [— %] dn (2.19)

Hacemos notar que la distribucion Gaussiana se utiliza muy a menudo y describe el com-
portamiento de un gran nimero de variables aleatorias continuas, y no solo en la situacién
descrita aqui. Existen razones para esto. El punto central es que para un gran nimero
de pruebas la distribucién Gaussiana es el limite de una serie completa de distribuciones.
Existe un teorema, que debido a su importancia es conocido como el teorema central del
limite de la teoria de la probabilidad, que establece condiciones generales suficientes para
que la distribucion Gaussiana sea el limite. A la distribucién Gaussiana se le llama también
distribucion normal. La extendida dispersion de la ley normal proporcind las bases para
la ingeniosa observacidn que los fisicos consideran la dispersion a gran escala de la ley
normal para que sea un teorema matematico, mientras que los matematicos consideran que
es un hecho experimentalmente establecido. Debe ser tenido en cuenta naturalmente, que
la distribucion Gaussiana, aunque de uso frecuente, no es la tncia posible.

Si una variable aleatoria continua odedece la ley normal de distribucién, la probabil-
idad de que los valores de esta variable z se encuentren en el intervalo que va desde z
hasta z + dz, que llamaremos dWV, esta determinada por la formula

dW(z) = % exp l— %1 dz (2.20)
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donde (z) es el valor medio, y D es la dispersion de la variable aleatoria z.

Podemos comparar la aproximacion Gaussiana de la formula (1) con la férmula de la
distribucion binomial, para los valores de N = 6 y A7/V = 0.5, donde se considera que
(ny =3,y D= N(A7/V)(1 - A7/V) = 1.51. Los valores comparativos se entregan en
la siguiente tabla:

Normal  Binomial
0.016488  0.015625
0.086337  0.09375
0.23314  0.234375
0.32465 0.3125
0.23314  0.234375
0.086337  0.09375
0.016488  0.015625
La primera columna fue obtenida de la férmula

! (n—3)?
W(n)7\/2w1.51 P [ 21.51 ]

y la segunda columna de

|
W(n) ¢ 05" (1-05)° "

~ nl(6—n)
en los valores n = 0,1,2,3,4,5,6. Como podemos observar los valores estan muy cer-
canos. Para valores mas grande de (n) y N — (n) la diferencia entre los resultados es
extremadamente insignificante.

2.5 Probabilidad como medida de incertidumbre

La probabilidad de un evento puede ser la medida de su incertidumbre. Esto es bastante
evidente cualitativamente. Si la probabilidad es baja, un evento raramente sucede, con-
secuentemente, se puede decir que esta en la categoria de los secuesos de incertidumbre.
Inversamente, si la probabilidad es cercana a uno, es un evento que ocurre a menudo, y
desde este punto de vista se relaciona con los evento esperados comunes.

En la teoria de la informacion se conviene tomar como medida de la incertidumbre de
un evento el logaritmo natural de su probabilidad W con el signo opuesto: —InW.

Lamedida de incertidumbre elegida de esta manera transmite de manera correcta muchas
de nuestras nociones intuitivas de las propiedades que debe poseer. Ciertamente, como la
probabilidad es una cantidad menor o igual a 1, entonces su logaritmo tomado con el signo
menos serd positivo, en otras palabras, la incertidumbre es una cantidad positiva. Si un
evento es seguro su probabilidad es 1, y su logaritmo es cero, de modo que su incertidum-
bre es cero, de modo que la incertidumbre de un evento seguro es cero. Finalmente, si un
evento consiste de dos eventos independientes, y como la probabilidad es igual al producto
de las probabilidades, la incertidumbre de un evento compuesto es igual a la suma de las
incertidumbres de los eventos simples que lo componen.

Consideraremos un ejemplo para ilustrar este concepto. Supongamos que un recipiente-
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bconriene tres moléculas y que tenemos una porcion de volumen del 0.1 del volumen total,
esto es A7/V = 0.1. ;{Cudl es la incertidumbre del evento que este volumen contenga las
moléculas? La probabilidad del evento que estamos interesado, de acuerdo a la distribucién
binomial, es
AT\?
WB)=(=—) =103
®-(F)
De esto se concluye que sunincertidumbre es
—InW(3) =3-1In(10) = 6.9078
El mismo rsultado se podia haber obtenido de una forma diferente. El evento considerado
consiste en la ocurrencia de tres eventos independientes, digamos, la obtencion de cada
una de las tres moléculas en A7. La inceridumbre de obtener una molécula en el volumen,
puesto que la probabilidad de este evento es W = Ar/V = 0.1, es

—InW =1In10 = 2.3

La incertidumbre de obtener las tres moléculas es tres veces este producto, y asi obtenemos
el mismo resultado.

Puesto que la razén A7 /V es pequefia, la probabilidad de encontrar molécula alli es
baja, y serd menos sorprendente si las tres moléculas estén fuera de Ar. ¢Cuél es la prob-
abilidad de este evento? Puesto que la probabilidad relevante es

wW(0) = (1 - %)3 =0.9°

y tomando en cuenta que AT < 1, tenemos que la incertidumbre es aproximadamente

AT AT
—3ln{l—— ) ~3— =0.3
% %
El valor numérico en este caso es mucho menor que el precedente.
Disminucién de la incertidumbre puede considerarse como un aumento de la informa-
cién que se desprende de esta medicion.

2.6  Entropiay aleatoriedad

En la seccion precedente, introducimos una medida de incertidumbre para un evento aleato-
rio. Supongamos que estamos considerando un conjunto completo de eventos mutuamente
excluyentes. cada uno de estos eventos tiene su propia incertidumbre, y nos gustaria en-
contrar una caracteristica que es comun para el sistema entero. Tal caracteristica, conocida
como la entropia o la entropia de la informacion, es introducida como el valor medio de
la incertidumbre para el sistema completo, es decir, la incertidumbre de cada evento es mul-
tiplicada por la probabilidad W; de este evento, y todos estos productos se suman. Luego,
designando la entropia por S, podemos llegar a una expresién matemética definiendo la

cantidad:
N

S==> WilhW, (2.21)

i=1
donde la suma es desarrollada sobre todos los eventos que forman la coleccion completa. La
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entropia caracteriza el grado de indeterminancia o aleatoriedad que ocurre en una situacion
dada. para explicar este significado de entropia, volvamos al ejemplo precedente consider-
ado que la molécula A en un recipiente de volumen V' puede estar o no estar en el volumen
AT,

Supongamos primeramente que el volumen A7t es muy pequefio en comparacion con
V. Es intuitivamente obvio que en este caso la indeterminancia de la situacion es muy
pequefia porque la molécula con toda seguridad estara fuera de Ar. La entropia refleja esta
nocion. Necesariamente, la probabilidad de obtener la moléculaen Ares W, = A7 /V,y
la probabilidad de no encontrarlaen Ares Wy = 1-W; = (1 — A7/V). Paralaentropia,
consecuentemente, tenemos

AT AT AT AT

Si A7/V es muy pequefio, no resulta complicado verificar que el valor de .S sera también
muy pequefio. En efecto, basta verificar que la siguiente igualdad es correcta
lim alnz+(1—2)In(l —z) =0
z—0t

No resulta complicado verificar que el resultado es el mismo cuando A7 esta muy cerca
de V. En este caso la molécula A ciertamente debera estar contenida en Ar. La indeter-
minancia de la situacion es pequefia y por lo tanto la entropia sera baja.

¢En que caso una gran indeterminancia puede conseguirse? Intentemos responder esta
pregunta despues de establecer las condiciones en que la entropia alcanza su valor maximo
considerandolo como una funcion de la probabilidad W; = A7 /V. Derivando la entropia
S como funcién de W7, tenemos que

ds d
= g W= (= W) (1= W)

= 711’1W1 —1+1n(17W1)+1:0
Se sigue de esta ecuacion que Wy = (1 — W), esto es
AT 1

Vo2
Entonces, el estado de mayor indeterminancia es alcanzado cuando A es la mitad del
volumen V.

Una medida de la indeterminancia o aleatoriedad de una situacién caracterizada por
una coleccién completa de eventos mutuamente excluyentes con probabilidades ; como
la que establece la fdrmula (2.21) es llamada la entropia de la informacion.

|14}
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