Tratamiento matricial de los datos multivariantes

Eliseo Martinez H.

1. Introduccién

Intentaremos conciliar el lenguaje matricial con el lenguaje coloquial de cuestionario en
que se hacen p preguntas a n personas, y suponiendo que cada respuesta es numérica o es
facilmente cuantificable, por ejemplo cuando se pregunta por el género. Vamos a suponer
entonces que tenemos n individuos (o en términos estadisticos n unidades muestrales),
donde a cada individuo le haremos p preguntas (de otra forma, se le mediran p atributos
cuantificables o atributos cuantitativos ordinales). Supongamos que las respuestas numeri-
cas las ubicamos en el siguiente arreglo bidimensional,
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en forma més compacta, X = (z;;) . ,i=1,..,n; j=1,...,p. Entendiendo que x;; es
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la respuesta a la pregunta j-ésima realizada por el individuo i-ésimo. La fila de respuestas
realizada por el individuo i, matricialmente la denotamos como*
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De tal manera que
t
Ti1 Ti2 o Tip X1
t
To21 X22 T2p X9
X = —
t
Tpl Tnp2 xnp Xn

Es de gran importancia obtener la el valor medio o promedio de las respuestas a la
pregunta j realizada por los n individuos, esto es necesitamoe el célculo de
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1 Los vectores filas los consideraremos en el orden traspuesto, toda vez que los vectores, para nosotros, seran
siempre vectores columnas.



las p medias. Con estos p valores formamos el vector de medias, esto es
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Puesto que tenemos que
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la i-ésima fila de la matriz X, puesta ahora como vector columna, no resulta complicado
verificar que el vector de medias se puede obtener también de la siguiente manera

n
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No obstante la mejor representacion para el vector de medias es a través de la propia matriz
de datos X. En efecto, se verifica que

X = lth (1)
n
donde
1
1
1=
1

es el vector de dimension n y cuyas entradas son “unos”.

Observe la matriz de datos X, si sumamos a través de las » filas, obtendremos para cada
columna j un total, y este total serd igual, como es obvio, a n veces su respectivo promedio,
de otra forma
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2. Matriz de varianzas y covarianzas

Si observamos nuevamente la matriz de datos,
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y considerando que cada columna es una variable observada, en rigor n respuestas a la



misma pregunta, podemos estudiar la covarianza entre diferentes variables (respuestas a
diferentes preguntas). Definamos entonces la varianza entre la columna j y la columna &
como? .
nilg;@u—fﬂ@m—fw

Esta covarianza medira la dependencia lineal entre ambas variables. Observemos que si
j = k, entonces obtenemos la varianza de la j-ésima variable (la columna j), esto es sf
Todas las varianzas y covarianzas nos permiten definir la llamada matriz de varianza'y
covarianza como sigue
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que es una matriz cuadrada de orden p x p simétrica.

Esta matriz S la podemos calcular directamente de la matriz de datos X. En efecto,
definamos la matriz de datos centrada, como la matrriz de datos al cual a cada columna le
restamos la media respectiva de dicha columna, esto es

X=X-1%
en forma més detallada
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Sustituyendo el vector de medias por su expresion dada en (2), obtenemos
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donde la matriz P esté definida por
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y resulta ser una matriz simétrica de orden n x n, idempotente y de rango n — 1. Viéndola
con mas detalle
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Entonces la matriz de varianza y covarianza puede escribirse como
1

n—1

S = XX

3. Propiedades de la matriz de varianza y covarianza

La varianza de una variable unidimensional siempre es positiva, en nuestro caso para datos
multivariantes la situacion es similar. Esto es la matriz de varianza y covarianza S es semi-
definida positiva. Es decir que para todo vector en y € RP? se satisface que y'Sy > 0.
Vamos a demostrar esto.

Sea w cualquier vector de dimensién p, definamos la variable unidimensional

v = w'(x; — X) (2

Observemos que el vector x; — X es la i-ésima fila de la matriz de datos en que a cada
componente se le resta la media de cada columna de la matriz de datos. La media de los

valores v; es:
1 n 1 n
v = Ezlvl = E Wtzl(xifi) =0
1= 1=

y entonces su varianza, que es no I’legativa, es:
1 n 1 n
14 = - == f(x; — X i —X)'w] >0
ar (v) - ;vl - ; (Wi (x; —X)] [(xi — X)'w] >

= w!'Sw>0

Y puesto que w es cualquier vector, entonces se concluye que S es semidefinida posi-
itiva. Ademas supongamos que \; es un autovalor de S, es decir que existe un w; tal que
Sw; = \;w;, entonces w! Sw; = wi\;w; > 0, y esto significa que \; > 0. Es decir,
todos los autovalores de S son no negativos.

Supongamos ahora que la matriz S es singular. Si este es el caso entonces existe un
vector w tal que satisface la igualdad w* Sw = 0. De tal manera que si definimos las
variables v; como en (2) estas variables tendran varianza nula, y puesto que su media es ceo,
entonces estas variables toman el valor cero. En consecuencia, para cualquier ¢ (cualquier
fila) se satisface que

p
ij(xij —-Z;)=0 Vi
j=1

Y esta ecuacion implica qué las p variables de la fila < no son independientes, puesto

que podemos despejar cualquier x;; en funcion de los restantes, por ejemplo x;;:
w w
Tl =T1 — w_j (Tig = F2) — -+ — w_zl) (Tip — Tp)

entendiendo que wy # 0.

Por lo tanto, si existe algln vector w para el cual wtSw = 0, existe una relacion
lineal entre las variables (en nuestro lenguaje, una columna de respuestas es linealmente
dependiente de las restantes columnas de respuestas, de otra forma una pregunta o atributo



tiene una relacion lineal con las restantes preguntas o atributos).

El reciproco también es cierto, esto es si hay una relacion lineal entre las variables,
entonces podemos escribir wt(x; —X) = 0 para todo 4, para alglin w con componentes no
todas nulas, es decir _

Xw=0 _
multiplicando esta expresion por la derecha por la matriz X* y dividiendo por n — 1, para
formar la matriz de varianza y covarianza, nos queda
1
n—1

Esta igualdad implica que la matriz S tiene un autovalor nulo y w es su autovector
asociado, y ademas las coordenadas del vector w indican la combinacién lineal entre las p
variables.

Ejemplo 1. Se tiene la siguiente matriz de varianza y covarianza:

0.0947 0.0242 0.0054 0.0594
0.0242 0.0740 0.0285 0.0491
0.0054 0.0285 0.0838 0.0170
0.0594 0.0491 0.0170 0.0543

Calculando los autovalores de esta matriz mediante el software DERIVE nos arroja los
siguientes valores

0.1729668172; 0.04616765904; 0.08761555169; 4.997202947 x 10~°

Puesto que este célculo es una aproximacion, segun el algortimo del software, podemos
sospechar que el cuarto autovalor de los anteriores es practicamente cero mas aun si tra-
bajamos hasta el cuarto disgito significativo. Como sea el mismo programa nos arroja el
siguiente autovector asociado al autovalor 4.997202947 x 10~5(redondeando hasta el tercer
digito)

XX w=Sw =0

S =

( 0.408 0.408 0.000 —0.816 )
Dividiendo cada componente de este autovector por la mayor componente, obtenemos el
autovector
(05 05 0 —1)

Lo que nos estaria indicando que la cuarta variable resulta ser el promedio simple de las
dos primeras.

El resultado anterior se puede generalizar a un mayor nimero de autovalores nulos. En
efecto, si S tiene rango i (h < p) existiran r = p — h combinaciones lineales entre las
variables X, y esto se concluye en virtud de que S y X (o0 X) tienen el mismo rango®.

4. Medidas globales de variabilidad
Interesa medir la variabilidad de un conjunto de variables, fundamentalmente si existe 0 no

variacion entre los atributos o preguntas que vamos a hacer. La propia matriz S nos puede
entregar ciertas medidas de variabilidad, luego estas medidas las vamos a asocial al con-

3 Nos basamos en el hecho de que rango(A) = Rango(At) = Rango(AtA) = Rango(AA?).



cepto de distncia entre puntos 8donde los ”puntos” serén las respuestas de cada individuo
a nuestras preguntas).

4.1 Lavarianza total y la varianza media

Una primera forma de medir la variabilidad entre un conjunto de variables es mediante la
suma de las varianzas de cada variable. Esto significa el calculo de la traza de la matriz de
varianzas y covarianzas. Se define entonces la varianza total de los datos como

p
T = traza(S) = Z 52
=1
y la varianza media por

5= L i:sz
P '

El inconveniente de estas definiciones es que no considera una eventual estructura de
dependencia entre las variables. En efecto, para un caso extremo consideremos p = 2,y
de tal modo que de las dos variables que vamos a observar entre ellas se tenga la relacién
y = a + bx. En este caso, si x admite una varianza s2, la varianza para y sera b*s2,
de modo que la varianza total es (1 + v?)s2, y sin embargo es claro que la variabilidad
connunta entre ambas variables (esto es, la covarianza) es nula. De otra forma, es posible
que un connjunto de variables tenga una alta dependencia, y enconsecuencia la variabilidad
conjunta sera pequefia, no obstante la variabilidad total puede ser muy alta. Es decir, esta
defimnicién de variabilidad total no considera el grado de dependencia entre las variables.

4.2 Lavarianza generalizada

La varianza generalizada se define como el determinante de la matriz de varianza y co-
varianza, esto es
VG =det S
y la raiz cuadrada de V' G se denomina desviacién tipica generalizada.
La interpretacion que tiene esta varianza generalizada es bastante interesante. Suponga
que p = 2, esto es tenemos dos variables, entonces la matriz S adopta la siguiente forma

g — ( si rsgésy >
T Sz Sy 8y
donde 7 es el coeficiente de correlacion lineal de Pearson definido por r = s, /s,5,. El
determinante de esta matriz es
VG = sisg (1—1r?%)
sabemos que la interpretacidn de este determinante es el area. Notemos ademas que la
desviacion tipica generalizada es

1S|'? = s,8,0/(1 — 12) 3)

Observemos que si las variables son independientes, entonces puesto que los valores ob-
servados de x estan contenidos en un 90% en el intervalo de longitud 6s,,, también los



valores observados de y estaran contenidos en un intervalo de longitud 6s,, entonces en
virtud de la independencia entre ambas variables el 90 de los valores observados (z,y)
estaran contenidos en un rectangulo de lados 6s,, y 6s, *Y podemos ovbservar que el area
de este rectangulo es 36s, s,, de manera que el area coupada por estas variables es directa-
mente proporcional a la desviacion tipica generalizada. Por otro lado, si las variables tienen
una dependencia de tipo lineal entonces los valores observados conjuntamente tenderan a
ubicarse cerca de la recta de regresion, y el area de contencion sera mucho menor, y analiti-
camente esto significa que 7> — 1, de modo que el &era ocupada por los datos tendera
hacia cero cuanto mas aumente 2. En el limite, cuando 2 = 1, todos los puntos estaran
en una linea recta cuya area es obviamente cero. De modo que la formula (3) describe
esta contraccién del area ocupada por las observaciones segin aumente el coeficiente de
correlacion lineal.

4.3 Lavarianza efectiva

Se define la varianza efectica como
VE = (det S)"/?

Esta varianza es una generalizacion de la media geométrica, en efecto si S es una matriz
diagonal, entonces la V E' es la media geométrica de las varianzas de las variables. Se
define la desviacion efectiva como

DE = (det S)"/?

5. \Variabilidad y distancias

En lo que sigue supondremos conocida el signiificado de una distancia en R? asi como las
proiedades mas esenciales. En cualquier caso y en lo posible, haremos uso de las distancias
sobre las filas (o columnas) de la matriz de datos X, considerando a estas filas (o columnas)
como puntos en el espacio dimensional real respectivo.

5.1 Distancia de Minkowski

Manteniendo prsente la matriz de datos

T11 12 T1p

To1  T22 Top
X =
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se define la distancia de Minkowski entre dos filas i y j de la matriz X, como elementos de

4 En efecto, por el teorema de Tchebyshev que dice que por lo menos el 90% de las observaciones estaran

contenidas en el intervalo centrado en la media de longitud seis veces la desviacion tipica.



RP, de la siguiente forma:

" p ) 1/r
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s=1
distancia que depende del pardmetro r. Los valores de r usados con mas frecuencia son
cuando r = 2y r = 1. En el primer caso caemos en la llamada distancia euclidea, y en el
segundo caso se llama distancia en L;. La distancia mas usada es la euclidea pero tiene el
inconveniente que depende de las unidades de medidas de las variables. Supongamos que
tenemos los datos para tres personas en que se ha medido su estatura, en metros, y su peso,
en kilogramos:

persona | estatura (m) | peso (kgr)
1 1.80 80
2 1.70 72
3 1.65 81

la distancia euclidea entre la persona 1y la persona 2 es

dia = 1/(1.80 — 1.70)2 + (80 — 72)% = 8.0006
y la distancia entre las personas 1y 3 es

diz = /(1.80 — 1.65)2 + (80 — 81)2 = 1.0112

De manera que podemos concluir que la persona 1 esta mas cerca de la persona 3 que de la
persona 2. Supongamos ahora que realizamos un cambio de escala en la variable estatura,
y trabajaremos con centimetros. La nueva tabla de datos es

persona | estatura (cm) | peso (kgr)
1 180 80
2 170 72
3 165 81

Nuevamente calculamos las distancias di2 Y di3
diz = /(180 — 170)2 + (80 — 72)2 = 12.806

diz = /(180 — 165)2 + (80 — 81)2 = 15.033

y como podemos abservar esta vez la persona 1 se encuentra mas cerca de la persona 2
que de la 3. De modo que, con este ejemplo, podenos comprobar que la distancia euclide
depende mucho de las unidades de las variables, y no es aconsejable utilizarla en métodos
multivariantes cuando no existe una unidad fija entre las variables.

Una manera de evitar este problema es dividir cada variable por un término que elimine
el efecto de la escala. Esto nos conduce a una distancia euclidea ponderada, que se define
como

1
2

dij =[x = x;) M7* (% ;)| (4)
donde M es una matriz diagonal que se utiliza para estandarizar las variables y hacer las
medidas invariante ante cambios de escala. Si la matriz M es la matriz que en su diagonal



principal lleva las desciaciones tipicas de las variables. la ecuacion (4) queda como

P\ 3 p , 3
_ § ik — 2y _ § =20, _
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que se interpreta como una distancia euclidea donde cada coordenada se pondera inversa-
mente proporcional a la varianza.

En el ejemplo anterior, considerando la estaturay el peso en metros y kilogramos respec-
tivamente, tenemos que la varianza de la estatura para las tres observaciones es de 58. 333,
y la varianza del peso para las tres observaciones es 24. 333, de modo que las distancias
ponderadas con estas varianzas son

1 1
— 180 — 170)2 + ——— (80 — 72)2 = 2.0842
> \/58.333( 80— 170)% + 24.333 (80 -172) 08

diz = 180 — 165)2 80 — 81)2 = 1.9744
13 58.333( )+ 24.333( )

Y podemos concluir que, con estd métrica, que la persona 1 esta mas cerca de la persona 3
que de la 2.

En general, la matriz debe ser no singular y definida positiva (para que admita la defini-
cion de distancia). En el caso particular que M = I se obtiene la distancia euclidea. En
el caso en que M = S se llega a la famosa distancia de Mahalanobis que estudiaremos a
continuacion.

5.2 Ladistancia de Mahalanobis

Se define la distancia entre dos ”puntos” x; y x; de R? como

1

ta—1 2
dij = [(Xi —%;) 87 (x *Xj)}
Vamos a interpretar esta distancia y veremos que es una medida muy razonable de distancia
entre variables correlacionadas. Como antes, consideremos el caso p = 2. Entonces,
escribiendo s1o = 7 s152, tenemos que el inverso de la matriz de varianza y covarianza es

-2 -1 -1
g1 _ 1 811 X —T81282
(1—7r2) \ —rs; s, S5

y la distancia de Mahalanobis al cuadrado entre dos puntos (z1, 1), (2, y2) €5 como sigue

1 (v1 —x2)° Lo y2)® o (21— 22)(y1 — y2)
(1—-1r2) 52 s3 5189

Si r = 0, esta distancia se reduce a la distancia euclidea estarandizando las variables
por sus desviaciones tipixcas. Cuando r # 0 la distancia de Mahalanobis afiade un término
que puede ser positivo, y, en este caso, "agrega” mas distancia entre los puntos; o el término
afiadido puede ser negativo (y por lo tanto ”junta” mas los puntos). La cuestion es entonces
interpretar el signo del término

2 _

(an,—-xz)(y1 —'92)
5182

—2r




Ete término es negativo si » > 0y si las diferencias entre las variables tienen el mismo
signo, o si r < 0y si las diferencias entre las variables son de diferente signo. Por ejemplo,
entre el peso y la estatura es natural pensar que hay correlacion positiva, » > 0: al aumentar
la estatura de una persona también lo hace su peso Luego si hay dos personas que cumplen
esta correlacion la distancia entre ellos serd pequefia, que dos personas que no cumplan
la correlacion, es decir que una persona sea mas alta que otra pero de menor peso que la
misma, la distancia entre ellos serd méas grande. ”La capacidad de esta distancia para
tener en cuenta la forma de un elemento a partir de su estructura de correlacion, explica
su introduccidn por P C. Mahalanobis, en los afios treinta del siglo pasado para comparar
las medidas fisicas de razas en la India ™.

6. Medidas de dependencia lineal

Un objetivo en el tratamiento de datos multivariantes es comprender la estructura de de-
pendencia entre las variables. Como siempre desarrollaremos la teoria basandonos en la
matriz de datos X. Las dependencias pueden ocurrir en los siguientes sentidos

(@) entre par de variables, esto es si dos pares de columnas de la matriz X tienen algin
grado de depndencia lineal,

(b) entre unavariabley las demas, esto es si alguna columna de la matriz X puede depender
linealmente de las otras p — 1 columnas,

(c) entre pares de variables pero eliminando el efecto de las demas, y

(d) entre el conjunto de todas las variables.

Vamos a analizar estos cuatro aspectos.
6.1 Dependencia por pares: la matriz de correlacion

Este tipo de dependencia es la mas utilizada en la estadistica descriptiva, y su estudio se
inicia con el calculo y la interpretacion (que suponemos conocida) del coeficiente de cor-
relacion lineal de Pearson. Supongamos que x; Y x; son dos variables en R?, entonces

este coeficiente es

sjk'
Tik = ——

. . . . Sj Sk

y tiene las siguientes propiedades:

e ( S Tik S 1;

o Si existe una relacion exacta entre las variables, z;; = a + bz;;, ¢ = 1 — p, entonces

Irjk| =1,
e 7,1 €S invariante ante transformaciones lineales de las variables.

La dependencia por pares entre las variables, en nuesytro caso entre las columnas de la
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matriz X, se mide simultdneamente por la matriz de correlacién R definida como:

1 T2 - Tip
7"21 1 - r2p
R =
Tp1 Tp2 cee 1

Es una matriz cuadrada, simétrica, con unos sobre la diagonal principal, y evidentemente
semidefinida positiva. Es sencillo de mostrar que su relacion con la matriz de varianzas y
covarianzas esta dada por

S — D1/2R D1/2
donde D esta definida como

2.0 0

0 s2 0
D= >

0 0 ... P

p
la matriz diagonal de orden p formada por los elementos de la diagonal de S. Y es de esta
representacion en que se deduce de que R es semidefinida positiva en cuanto y en tanto S
loes.

6.2 Dependencia de cada variable y el resto: regresion maltiple

Supongamos que por alguna razon estamos interesados en la variable x;, que para simpli-
ficar la notacion denotaremos por y y llamaremos variable predictora (observe que x; es
una columna de nuestra matriz X). Supongamos ademas que, a fortiori, queremos expresar
lavariable y como una combinacion lineal de las variables restantes x1, ..., X1, X 41, ..., Xp
que llamaremos variables expﬂcativas 0 regresores. Entonces, nuestra intencién es encon-

trar los "mejores” valores de (3;, para encontrar
Ui =7+ 01(xan —T1) + -+ By —Tp); i=1,..,n
de tal forma que el siguiente valor sea minimo

n
M = § e?
i=1

donde

ei = (i — Yi)
La obtencién de los valores 3, bajo la condicién de hacer minimo M = Y7 2 se realiza
por el método de los multiplicadores de Lagrange, de modo que si llamamos al vector de
los parametros por B la solucion es

> -1
B=(XkXr) Xgy
donde X es lamatrz de n x (p — 1) que se obtiene de la matriz centrada de datos X que

se obtiene al eliminar la columna que corresponde a la variable que queremos prever y.
El promedio corregido de los residuos al cuadrado, o varianza, de esta ecuacion de

1



regresion maltiple para explicar x; es

2
2, e
— 5
sp() = == (5)
y es una medida de precision de la regresion. Se obtiene una medida adimensional de la

dependencia partiendo de la identidad
Yi—Y=Yi —Y+e
elevando al cuadrado y sumando se verifica facilmente que

YNwi-02=>_@G-0+> €

i=1 =1 i=1
donde VT = >"" , (yi — 5)2 se expresa como la variabilidad total de los datos (observe
que solo falta dividir por n — 1 para obtener la varianza de y); VE = > " | (y; — g)2
es la variabilidad explicada por la regresion; y VNE = Y"1 €? es la variabilidad no
explicada o residual. Una medida descriptiva de la capacidad predictiva del modelo es el
cocientre entre la variabilidad explicada por la regresion y la variabilidad total, y tal medida
se llama coeficiente de determinacidn o coeficiente de correlacion multiple al cuadrado, y
se denota por

VE VNE
2
2 —_—— 11—
. Rﬂwp VT VT
Por la ecuacion (1), podemos escribir
2 .
2 Sl(])
Rjap=1-=5~

J
No lo vamos a demostrar en estos apuntes pero existe un algoritmo para calcular los
valores s2(5) a partir de la matriz de varianza y covarianza S. Y es el siguiente:

(1) Invierta la matriz S, y tome el elemento j-ésimo de la diagonal de S—1,
(2) llame a este elemento selecionado s?7, entonces 77 = 1/s2(5)

De manera que con el algoritmo anterior podemos calcular, mediante la matriz S, todos
los coeficientes de correlacion multiple, esto es

1
2 —
Rjy p=1- $iig..
Ji

;J=1—-p

entendiendo que s;; = sf el elemento j-ésimo de la diagonal de S.
Como podemos observar, podemos obtener todos los coeficientes de correlacion multi-
ple entre una variable y las restantes a partir ede las matrices Sy S—1.
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