Cadenas de Markov y Aplicaciones
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1 Cadenas de Markov

1.1 De..nicidon de Cadena de Markov

Sea X¢;t 2 Ig una coleccion de variables aleatorias de modo que X; toma
valores en un conjunto S, que llamaremos espacio de estado, y al conjunto
indice I le llamaremos, por razones de aplicacion, espacio de tiempo. Se
dice que este conjunto de variables aleatorias constituye un proceso estocasti-

aleatorio (Xy,; Xy,;::1; Xy,,) €s conocida. Para aclarar esto ultimo, suponga-
mos que cada variable aaleatoria X; toma valores en el espacio de estado de
los nimeros reales <, entonces la siguiente probabilidad debe ser conocida

PrfXy - s1;Xe, - S2;:5 X, = Snd

en particular debe ser conocida la probabilidad para cada variable X;. Un
caso particular es cuando la coleccion de variables aleatorias son indepen-
dientes, entonces se tiene que

PrfXy - s1;Xe - S2;:5 Xt = Sn0
= PrfXy - sigPrfX, - s,gtt¢PrfX,, - sng

En el caso de que el espacio de tiempo | sea un conjunto discreto, 0 con mas
precision 1 = N, siendo N el conjunto de los nimeros naturales, el proceso
estocastico se dice de tiempo discreto. Veamos un ejemplo de un proceso
estocéstico de tiempo discreto: Sea la variable aleatoria X,, que denota la
n j ésima observacion de una variable que se distribuye segun una Poisson
de parametro _, y ademas estas variables son conjuntamente independientes.
Tenemos entonces que para cada variable X



ei- K

PrfX; =kg = i

y en particular, la distribucion conjunta del vector estocastico (X, ; X,; 5 X))
esta dada por

PrfX, =Kk Xn =kag = PreXy = kgtttPriX, = kng
gi- K ei. K
T k! t Kn!
Observemos que,en este ejemplo, el espacio de estado es también el conjunto
de los nimeros naturales.

No todos los procesos estocasticos tienen la propiedad de independencia,
presentaremos uno que tiene la propiedad de tener ”poca memoria”. Con-
sideremos el proceso X,;n 2 Ng con espacio de estado N, de manera tal
gue para cualquier eleccion de indices de tiempo i; < (¢¢ < i,, se satisface lo
siguiente

Perim = j:Xilzkl; Xi2:k2¢¢¢;Ximil:ig: (1)
= Perimzj:Ximilzig

Lo que nos dice esta propiedad es que la probabilidad condicionada a un ”’pa-
sado largo” solo depende del pasado inmediatamente anterior, esto es lo que
sucedera en el tiempo i, solamente dependera de lo acontecido en el tiempo
im;j1, Y ademas se supone que la probabilidad PrfX; = j = X, ., = iges
conocida y recibe el nombre de probabilidad de transicién de un paso.
Es posible que la notacién de la ecuacion (1) sea complicada en virtud de los
subindices, un caso mas particular, y sin mucha pérdidad de generalidad, es
como sigue

PriX;, ==Xy =ky; 1115 Xmjr =1 = PrfXy, = J=Xn;1 = 10 2)
La propiedad (1) se llama propiedad markoviana, y en este caso se en-

trega para procesos estocasticos de tiempo y estado discreto. Y la propiedad
de este tipo de procesos es lo que fundamentalmente estudiaremos.
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El primer resultado que veremos a continuacion es que todo proceso es-
tocastico que satisface la propiedad de Markov esta completamente de...nido,
es decir la probabilidad conjunta de cualquier vector aleatorio esta abso-
lutamente de..nida si ocurre una pequefia condicion: debemos conocer la
distribucién inicial de X,. Es decir PrfX, = kg = px 8 k 2 N es conocido.

Teorema (1.1) Supongamos que tenemos un proceso estocastico fX,,; n 2 Ng
con espacio de estado N de manera que satisface las siguientes propiedades

1. la propiedad de Markov

2. la distribucion inicial de X, es conocida

Demostracion. A efectos de no complicar en demasia la notacion y sin
pérdidad de generalidad, vamos a calcular la distribucién del vector aleatorio

PrfA\ Bg = PrfA =BgPrfBg;
con esto en mente podemos deducir lo siguiente,
PrfX, = g;:i; Xy =1ipg =
PrXa = 1n=Xo=1p;::1; Xnj1 = Inj 19 PrfXo =1o; 115 Xn31 = Inj10
y en virtud de la propiedad markoviana se tiene que
PrfXo, = g Xa=1pg = )
de esta ultima ecuacion, para el segundo factor del miembro derecho podemos

aplicar nuevamente la propiedad anterior, esto es

PrfXo = g;:i5; Xnj1 =110 = (4)
Pernil = ini]_:Xo:io;:::;Xniz:inizgper():io;:::;xn-zzin-zg



Procediendo de manera similar a (3) y (4) podemos concluir que

PrfXo = g;::; Xy =1ipg = (5)
Pern = in:Xni]_:inilg¢¢¢Per1:i]_:Xo:iogPero:iog

y puesto que todas las cantidades del lado derecho de (5) son conocidas se

La de..nicion dada en (1) necesita algunos comentarios. Todo proceso
estocastico de tiempo discreto y estado discreto que satisface esta propiedad
suele llamarsele Cadena de Markov, y fundamentalmente nos dice que lo
gue acontecera en el futuro depende del presente y no de lo que acontecid
en el pasado. Existen bastantes fendmenos en la naturaleza® y las ciencias
sociales que se modelan seguin esta propiedad. Sin mucho temor podemos
decir, entonces, que la naturaleza, en varios casos, es markoviana.

Una cadena de Markov, como lo vimos en el teorema anterior, esté deter-
minada si conocemos las probabilidades de transicion a un paso PrfX,., =
Jj =X, = ig. En rigor esta probabilidad dependera de los estados i y j; y de
los tiempos Ny n+ 1, eso es

PrfXps1 =j =X, =lig= pir:}n+1 (6)

Ahora si esta probabilidad de transicidon no depende del tiempo se dice
gue la cadena de Markov es estacionaria, y si este es el caso, la expresiéon
(6) queda como

PrfX,.1 =] = X, =19 = pi; @)
obteniendo el agradable resultado siguiente

PriXms1 =j = Xm =ig =PrfXp =j =Xy =ig=pij ; m&n

lo que resalta la particularidad de que el valor del ”salto” desde el estado
i al estado J no depende del tiempo en que ocurre el salto. Deciamos que
esta propiedad de estacionaridad es muy agradable puesto que el valor de
pi;j se puede tratar como un elemento matricial, donde el estado i, denota la
i j ésima columna, y el estado de llegada j, denota la ..1a j j ésima?, siendo pj;

!Lamentablemente exentos de complejidad, como hubiesemos deseado.
2Notese que utilizamos la notacion inversa al sentido clasico de la notacion matricial,
esto es la entrada a;j se ubica en la i jésima ..lay j jésima columna.
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el valor de la probabilidad de que el proceso pase desde el estado i al estado
J en una unidad de tiempo.

En lo que sigue vamos a considerar solamente cadenas de Markov, y estas
pueden ser de estado ..nito o in..nito (numerable). Si el espacio de estado de
una cadena de Markov es S = 0;1;:::;; mg entonces las probabilidades de
transicion se ubican en la matriz®

O
Poo  Po ¢ Pmo

Por Pz 60 Pm1

: : P 8
Poi  P1i C0C Pmi ®)

pOm plm cee pmm
gue es una matriz cuadrada de orden m+ 1 £ m + 1. Ahora si el espacio de
estado es S = 10;1;:::g entonces la matriz in..nita asociada a la cadena de

Markov es

(@) 1
Poo P10 C0C Pmo CEC

Por Pur ¢¢¢ pmy €00
: : S 6o
Poi  Pii  ¢¢¢ pmi  C0C
: : : : e
pOm plm cee pmm (oo

Observemos que las columnas de estas matrices deben sumar uno, en efecto
es claro que

D ¢
Pr{X,s1 ==X, =ig=1
j=0

con M = 1 o M = m segun sea el caso, puesto que la funcion Prf¢=X, = ig
es una funcién de probabilidad.

3Que obviamente llamaremos Matriz de Markov:



1.2 Ejemplos de Cadenas de Markov

Paseo aleatorio unidimensional

Una “particula” puede estar en cualquier estado de f0;1;2:::g. Ahora,
toda vez que se encuentre, en el tiempo n, en el estado i para el proximo
tiempo n+1 solo puede quedarse en el mismo estado o ’saltar” a los estados
adyacentes i + 1, i j 1. es decir

PrfX,+y1s = 1+1=X,=ig=p; ; 1.1
PriXpa = 1§il1=Xy=ig=0q; ; 1.1
PrfXpa = 1=Xya=ig=r;; i1

PrfXopss = j=X,=1ig=0 :jjiiji>1

para el caso en que i = 0 se tiene

Pern+1 = 0 = Xn = Og = rO
PrfX,s1 1=X,=19=po

donde p;+qgi+ri=1parai _ 1lyro+p, =1.

La designacion de paseo aleatorio viene del hecho de que se asemeja a una
trayectoria de una persona que aleatoriamente avanza hacia atras o hacia
adelante. La matriz de Markov o de transicion de este proceso es

@) 1
ro Ou 0O 0 ¢¢¢

Po ' Qo 0 ¢¢e¢

0 Pr 2 (s ¢ee
0 O P2 I3 ¢ee

Este modelo sirve para describir, entre otros, el siguiente juego

La ruina del jugador

Supongamos que un jugador A con k unidades de dinero juega con otro
in..nitamente rico, y tiene una probabilidad p, de ganar una unidad y gy =
1§ px, con k _ 1, de perder una unidad en cada respuesta o decision (la
decision o respuesta en cada etapa del juego puede depender de su fortuna
acumulada hasta entonces), y ademas ro = 1 (es decir, toda vez que el jugador



A se queda sin dinero, su contendor no le da crédito). De..namos el proceso
X,g, donde X,, representa la fortuna de A despues de n jugadas. Notemos
gue una vez que el estado 0 es alcanzado el proceso jamas sale de este estado.
Este proceso es claramente un paseo aleatorio.

El paseo aleatorio correspondiente apx =pygc=1ljp=qparak _1
y ro = 1, con p > ¢, describe la situacion de decisiones idénticas con una
ventaja de..nida para el jugador A en cada jugada. Mas adelante demos-
traremos que con probabilidad (q=p)™° el jugador A se arruinara, mientras
gue con probabilidad 1 j (q:p)XO su fortuna aumentara en una larga serie de
jugadas sin limite, donde X, representa la fortuna inicial. Si p < q enton-
ces la ventaja esta a favor del casino, y con probabilidad 1 el jugador A se
arruinard si persiste en jugar tanto como le sea posible. Lo mismo ocurrira
sip=q=1=2.

Ahora si el jugador A juega contra un adversario no in..nitamente rico,
obtenemos el siguiente ejemplo

Los jugadores con poco dinero.

Supongamos dos jugadores que juegan un juego donde se pierde o se
gana, y en cada jugada se apuesta un délar por jugador. El jugador A tiene
a dolares y el jugador B tiene b dolares. Supongamos que no hay ventajas
para ningun jugador, esto es cada uno tiene las mismas opciones de ganar (o
perder). Desde el punto de vista de la ganancia del jugador A, de..namos el
proceso X, como la ganancia obtenida por A en la n j ésima jugada.

Es claro que la ganancia de este jugador antes de una determinada jugada,
dependera de la ganancia que haya obtenido en la jugada inmediatamente
anterior (esto es, la propiedad markoviana). Ademaés existe cierta regla de
parada, toda vez que el jugador A pierda todo su dinero, o le gane todo el
dinero a su contrincante, el juego se detiene. Bajo estas condiciones el espacio
de estado de este proceso es S = f0; 1;2; ::;;a + bg, donde las probabilidades
de transicion son:



sij=i+ly0<i<a+hb
sij=ijly0<i<a+b
Pr=_1 sii=j=0

1 sii=j=a+b

AR AXKARRRAARRY 00
N~ NI~

0 en cualquier otro caso

Esta de..nicién no debe extrafiarnos, nos dice que si el jugador A lleva
una ganancia (o délares) que no son ni cero ni a + b entonces en la préxima
jugada tiene opcién de ganar o perder con probabilidad 1=2, ahora si queda
con cero ddlares entonces se acaba el juego y con probabilidad 1 se queda
en ese estado, y si felizmente llega al estado a + b es porque el jugador B
se quedo sin banca y el juego se detiene quedando A en ese estado. Como
en cada jugada se apuesta un dolar no es posible obtener ganancias mayores
que la unidad por cada jugada.

La matriz de Markov para este proceso es

o 1
tee 0

tee 0
tee 0
tee 0

O OOk
OoONIk ON-
" NIk ONIkE O

0 0 0 ¢e¢ 1
Un modelo de inventario
Supodngase un stock que se maneja a dos niveles, 0 < s < S, de manera
gue si lo almacenado es menor o igual a s entonces inmediatamente se repone
hasta el nivel S, en caso contrario ninguna reposicion se hace. la inspeccion se
realiza en una cierta unidad de tiempo discreta (por ejemplo al ..nal de cada
semana). Ahora bien, la demanda para cada periodo de tiempo se distribuye
seguin una Poisson de parametro _ en forma independienre, esto es si 3,, es
la demanda en la n j ésima semana, entonces

Prf3, =ig=e'-=; 8n



Se supone ademas que si el stock, en un determinado periodo, no alcanza para
una demanda en el mismo periodo entonces ésta es satisfecha parcialmente y
no se di..ere el resto (se entrega lo que haya sin compromiso para el proximo
periodo). Para modelar esta situacion de..namos como X, el nivel del stock
al ..nal delperiodo n. Notemos que este proceso es claramente markoviano,
puesto que lo que ocurra en la semana n jésima dependera de lo que ha
sucedido en la semana n j 1. Para ..jar ideas calculemos la probabilidad de
transicion pgo, esto es

x o
Poo = PrfX, =0=X,;1, =09 =Prf3, _ Sg = e'=i
i=S !
Calculemos ahora pys3, esto es
) Si3
Po3z = PrfX, = 3= Xnil = Og = Prf3n =S j 3g = e"m

en este Gltimo caso suponiendo que 3 < S. Notemos que pj; = 0sii < j
siendo s < i < S. Con estos antecedentes se puede construir facilmente la
matriz de Markov asociado a este modelo de inventario. Una manera elegante
de de...nir este proceso de Markov es como sigue

8
< (Xnis3 ) sis<X,<S
Xn+1 = _

donde f* = maxff; 0g.

El paseo del borracho o aproximacion al Movimiento Browniano

Los paseos aleatorios también sirven para la aproximacién discreta a pro-
cesos fisicos que describen el movimiento de difusion de particulas. Si una
particula esta sujeta a colisiones o impulsos aleatorios, entonces su trayec-
toria fuctua aleatoriamente. Si la futura posicion de una particula depende
solo de su posicion actual, entonces el proceso puede ser markoviano. Una
versioén clasica discreta de un movimiento Browniano es proporcionada por
el paseo aleatorio simétrico bidimensional.

Suponga usted que una particula se ncuentra en una malla cuadriculada y
en cada intervalo de tiempo regular toma una nueva posicion vecina ubicada
en uno de los cuatro puntos cardinales. Para ..jar ideas supongamos que
en el tiempo n la particula se encuentra en el vértice (i;j), entonces en el

9



tiempo n+ 1 solamente podra estar en una y solamente una de las posiciones
siguientes I+ 1;§), (1i 1;1), (i;J i 1) y (i;J +1). Ahora bien, cada nueva
posicion es igualmente preferible, esto es la probabilidad de tomar una nueva
posicion es 1=4. De otra forma si X, denota la posicion de la particula en el
tiempo n, entonces las probabilidades de transicion estan dadas por

PrfXo+1 = (kD=X,=(;j)g=

2 2si(D)2FG i L) G+10) 30 0 1)@ +1)g

= 0 en cualquier otro caso

El modelo de Ehrenfest.

Un modelo clasico matematico de difusion de particulas a través de una
membrana es el modelo de Ehrenfest, que consiste en un paseo aleatorio sobre
estados ..nitos y donde los estados fronteras son refractantes. Este paseo
aleatorio se restringe a los estados S = fja; ja+1;:::;§1,0;1;2;::;;ag y las
probabilidades de transicion se de..nen como

8 .1 ..
E%'a—lsu:|+l
pii=_ Srsij=iil ©)

0 en cualquier otro caso

La interpretacion fisica de este modelo es la siguiente: Tenemos dos conte-
nedores con un total de 2a bolitas. Supongamos que el primer contenedor
tiene k bolitas y el segundo las restantes 2a j k. Se elige aleatoriamente una
de entre las 2a bolitas. Segun del contenedor que pertenezca esta bolita se
deposita en el contenedor contrario. Cada seleccion genera una transicion
del proceso. Claramente las bolitas fuctuaran entre ambos contenedores,
siendo més probable el traslado del contenedor de mayor concentracion. En
efecto, supongamos que X, es el nimero de bolitas del primer contenedor, si
tenemos que X, = k entonces puede ocurrir uno y solo uno de los siguintes
sucesos: Xnp+1 =k +10 X,+1 =k j 1. Y esclaro que

2ajk
2a

PrfXn+1 =k+1=X,=kg = k=0;1;::;2a

10



gue es la probabilidad de sacar una bolita del segundo contenedor, luego

e~ . _.l.2aik _ Kk
Pern+1—k i 1—Xn—kg—1 i oa = oa

que es la probabilidad de sacar una bolita del rpimer contenedor. Como 2a j
k=a+ajkhagamosajk=i,entoncesi 2 fja;jail;:;il;0;1;:aij
1;ag y se concluye la relacion (9).

k=0;1;:::;2a

Un modelo de colas markoviano discreto.

Llegan cllientes para un servicio y toman lugar en una linea de espera.
Durante cada periodo de tiempo se atiende a un solo cliente, siempre, por
supuesto, que al menos un cliente esté en la linea de espera. Si ningun
cliente espera servicio entonces durante este periodo no opera el servicio
(podemos pensar, por ejemplo, en una parada de taxis en la cual estos llegan a
intervalos de tiempos ..jos para recoger pasajeros, si nadie esta presente el taxi
parte inmediatamente). Durante un periodo de servicio, pueden llegar nuevos
clientes. VVamos a suponer que el nimero de llegadas en el n-ésimo periodo
es una variable aleatoria A, cuya funcion de distribucion es independiente
del periodo y esta dada por

PrfA, =kg=a,; a .0 k=0;1;::

y ademas Pklzo ax = 1. También vamos a suponer que las variables aleatorias
A, son independientes. EIl estado del sistema en el inicio de cada periodo
n se de..ne como el nimero de clientes en las lineas de espera para tomar
el servicio, S = 10; 1; :::g, y lo denotaremos por X,,. Ahora bie, si el estado
tiene el valor de X, entonces en el proximo periodo de tiempo se tendra que

Xn+1 = (Xn i 1)+ + An+1:

La matriz de Markov para este proceso es como sigue

O 1
ag a 0 0 0 ¢¢¢

a, a; ag 0 0 ¢¢¢
a, a, a; a 0 ¢¢6¢
az az a; a; ap ¢
as ag az a, a; ¢o¢

y ésta se obtiene al evaluar p;; = PrfX,.; = j =X, =ig.
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1.3 Dinamica en las Cadenas de Markov

Existe un resultado clasico en Teoria de Probabilidades que es necesario
recordarlo. Si fBjg con j = 1;2;::: es una particion del espacio de probabili-
dad, y si A es un slepso cualquiera, ergonces PrfAg = PrtA\ f[ifBigg =
Prf[;(A\Bj)g= ;PrfA\Bjg= ;PrfA=B;gPrfB;g. Para nuestro
interés hagamos A= X419 y B; = X, = jg, con el convencimiento d que
los £X,, = jg constituyen una particion. Con esto obtenemos una igualdad
fundamental

X
PrfX,+19 = PrfXn+1 =1=X, = jg PrfX, = jg (10)
i
y puesto que PrfX,.; = i=X, = jg son las probabilidades de transicion pj;,
lo que tenemos es un producto vectorial del tipo
© PrfX,, = 0g 1
PrfX, =1g
) PrfX, = 2g
PrfXne1 =19 = (Poi P1i P2i* 2 Pji s ) B
PrfX, =jg

de manera que llegamos a la siguiente igualdad matricial

1 1
O Pern+1 = Og 1 O Poo Pio cee Pjo cee O Pern = 09
Pern+1 = 1g Po1 P11 cee Pj1 cee Pern = 1g

Pern+1:2g Po2 P12 ¢ee Pj2 ¢ee Pern:29

: : : : : ¢ee :
Pern+1 = jg Poj Pij ¢ee Pii ¢ee Pern :Jg
: : : : :o ot :
(11)
Si denotamos por P+, al vector de probabilidad del lado izquierdo de
(11) y por M a la matriz de Markov de la misma ecuacion (11), obtenemos
la férmula compacta
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luego si sabemos la distribucién inicial de este proceso, es decir el valor del
vector Py entonces el vector de probabilidad P4, que es la distribucion de
encontrar el sistema en el tiempo 1, esta dado por

P1:M¢P0,

y dado que estamos considerando cadenas de Markov estacionarias, se tiene
el célculo del vector P, mediante

P1:M¢Po

y dado que estamos considerando cadenas de Markov estacionarias, se tiene
el calculo del vector P, mediante

P2:M¢P1
esto es
P,=MtP; = MtM(P, = M?¢P,

No resulta complicado deducir que

P, = M"P, (13)

y esta ecuacion dindmica nos entrega el vector de probabilidad en cualquier
tiempo, con la condicion de saber la distribucién inicial del proceso.

Ejemplo 1 Supongamos una cadena de Markov con dos estados, el 0 y el
1, de manera que toda vez que el proceso se encuentre en el estado 0, en el
proximo tiempo, salte al estado 1 con probabilidad 0 < ® < 1 y obviamente se
puede guedar en el mismo estado con probabilidad 1 j ®. Ahora si el proceso
se encuentra en el estado 1 entonces con probabilidad 1 pasa al estado 0°.
De otra forma popo =1 i ®, por = ®, po =1y pur =0, entomces la matriz
de Markov de este proceso luce de la siguiente forma:

H1i® 1.IT

® 0

Utilizando un lenguaje formal diremos que el proceso X,, tiene como espa-
cio de estado a S = 10;1g y para cualquier tiempo n se tine que PrfX,+; =

4Cuando un estado tiene esta propiedad, esto es que con probabilidad 1 salta a otro
estado, se dice que es un estado refractario.
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0=X,=0g=1i®, PrfX 41 =1=X,=00 =®, PrfX,,+; =0=X,=1g=1
y PrfX, .1 =1=X,=1g =0:

En un lenguaje més informal pero intuitivo diremos que la particula”
se encuentra en el tiempo n en algun estado, y puede iniciar un salto, en
el proximo tiempo conforme a lo establecido anteriormente. Supongamos
..nalmente que la particula, en el tiempo 0 se encuentra en el estado 0, esto
signi..ca que el vector de distribucion inicial es

0= PrfxO = 1g - 0
de manera que la distribucion en el tiempo n = 1, P4, esta dada por
P_“Per1:Ogﬂ_H1i® 1.”¢H K Hl|®.IT
7 PrfXy=1g ® 0 0o ®

El célculo para P, lo podemos hacer segun la igualdad (12) o (13), en cual-
quier caso

o “1i®1ﬂ2¢“1ﬂ_“1i®1ﬂ¢“1i®ﬂ_
2 = ® 0 -”0 - ® 0 ® -
_Hli(®i®2)
- ® j @2

Un problema interesante es saber si el vector de probabilidad P,, para un
n su..cientemente grande se estabilizara, de otra forma si existe el lim, s 1 Pp.
En nuestro ejemplo la respuesta es positiva, sin embargo no siempre ocurre.
Las condiciones de existencia para una distribucion “asintética” se estudiara
mas adelante.
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