Analisis factorial

Eliseo Martinez H.

1. Introduccién

En esta seccidn necesitaremos fuertes herramientas estadisticas. Observe que hasta ahora,
en los métodos de andlisis multivariante que hemos utilizado hemos trabajado con la matriz
X de datos para reducir variables o clasificar observaciones y variables, que en definitiva
son métodos para reconocer patrones o estructuras subyacentes entre las observaciones o
entre las respuestas a las variables. EI método del analisis factorial sirve para explicar un
conjunto de variables observadas mediante un pequefio nimero de variables latentes no
observadas (no medidas). Estas variables latentes las llamaremos factores.

Intentaremos explicar como estas variables observadas pueden ser explicadas por fac-
tores no observados mediante unos sencillos ejemplos. Supongamos que queremos medir la
eficiencia de una empresa, y para esto aplicamos una serie de variables (preguntas) que nos
dan informacion sobre la empresa para intentar medir su eficiencia. Por lo general ocurre
que dentro de la serie de variables aplicadas a la empresa éstras no son independientes entre
si, y de tal forma que, conocidas las que estan fuertemente corelacionadas podemos conocer
algunas de ellas para predecir las restantes con poco error; y ademas, es lo que esperamos,
se formaran grupos de alta correlacion que daran a conocer los factores latentes que daran
sentido y simplificaran la serie de variables con que medimos la eficiencia de la empresa.

Otro ejemplo. Supongamos que tomamos una veintena de mediciones del cuerpo hu-
mano. Es claramente intuitivo que varias de esas mediciones estaran fuertemente correla-
cionadas, por ejemplo la estatura de una persona estara fuertemente correlacionada con la
longitud del pie, etcétera. De tal forma que, en general las dimensiones del cuerpo humano
dependeran de ciertos factores, que si los descubrimos, podriamos prever las dimensiones
con menos variables y con erro minimo.

Un dltimo ejemplo. Supongamos que queremos estudiar el desarrollo humano en los
paises del mundo o de un determinado continente, y para esto realizamos una serie de
mediciones que tienen que se obtienen mediante aplicaciones de variables econémicas, so-
ciales y demogréficas, y que con toda seguridad muchas de ellas estaran fuertemente cor-
relacionadas, piense por ejemplo en la variable Producto Interno Bruto que estara fuerte-
mente correlacionada con la variable presupuesto para la investigacion cientifica nacional.
De modo que el desarrollo de un pais dependera de unos ciertos factores que si son cono-
cidos podemaos prever el conjunto de las variables para cada pais.

Es claro que estos factores, si son descubiertos, no deben estar correlacionados entre si.
Es posible que la busqueda de estos factotres se confunda con la busqueda de las compo-
nentes principales de las variables. Algo de cierto hay en esto, sin embargo, recordemos
que las componentes principales se construyen para explicar las varianzas entre las vari-



ables, mientras que, como lo veremos aqui, los factores se construiran para explicar las
covarianzas o correlaciones entre las variables. Hay otra diferencia mas entre las compo-
nentes principales y los factores. Las primeras son una herramienta descriptiva o de tipo
exploratoria, mientras que el andlisis factorial exige un modelo estadistico formal para la
generacion de datos, y por lo tanto acude a las pruebas de hipétesis y a la inferencia.

2. El modelo estadistico para el analisis factorial

Supongamos que tenemos una serie de variables z1, 2, ..., £, que vamos a aplicar a una
determinada unidad muestral que esta bajo estudio. Entonces formamos un vector de vari-
ables x = (x1,x2,...,2,)". La hipétesis bésica es que el vector x admite la siguiente
representacion

x=p+Af+u (1)
donde:

(1) p esun vector constante de p x 1

(2) fesunvector de m x 1 que representa las variables latentes o factores. Se supone que
este vector sigue una distribucion normal N, (0, I). Es decir cada componente tiene
media cero, independientes entre las componentes y de varianza 1 por componente.

(3) A esunamatriz de p xm de constantes conocidas, conm < p. Contiene los coeficientes
que describen como los factores explican o describen al vector de variables x. A esta
matriz se le llama matriz de carga.

(4) uesun vector de lamisma dimensién de x, y describe las perturbaciones no explicadas
por los factores. Se supone que u tiene distribucion N, (0, ¥), donde ¥ es una matriz
de p x p diagonal de la forma dz’ag{qpf, RN 1/112,}, y ademés supondremos que u 'y f no
estan correlacionados.

Con estas hipotesis se deduce que:

@ Elx]=p

(b) EIl vector de variables x sigue una distribucion normal x ~ N(, V) por ser suma de
variables normales, y ademas la matriz de varianzas y covarianzas V se calcula de la
siguiente manera.

V = E [(x ) (x— u)t} —F [(Af ) (Af + u)t}
= F [(Af fIA + Afu’ +uffAl + uut)}
AE[f f']A"+ AE [fu'] + E [uf'] A"+ E [uu’]
= AN+ U
puesto que u 'y f no estan correlacionados. La matriz de varianza y covarianza 'V es la
suma entre AA’, que es una matriz simétrica de rango m<p, y esta matriz contiene la
parte comun al conjunto de las variables y depende de las covarianzas entre las variables

y los factores; y entre ¥, que contiene la variabilidad especifica de cada variables, que
es independiente del resto.



La igualdad

V=AA"+¥
entrega bastante observacion. En efecto, la ecuacion (1) se detalla como
T = mtAfitdefot ot Amfmtw
Ty = figt+ Ao f1+ A2 fot o+ Ao fon w2
Ti = :u“z+)‘11 f1+)‘12f2++)\z7nf7n+u1
Tp = :U“p+)‘p1f1+)‘p2f2+"'+)\p7nfm+up

Luego si calculamos la varianza a la variable x; obtenemos
Vi =D ALVIH]+V [ul
j=1

y puesto que V' [f;] =1, paratodo j =1, ..., p, y ademas V' [u;] = 1, se tiene que

m

Vied =07 =Y N+ 47
i=1

Y esta descomposicidn de varianzas tiene la misma interpretacién que la descomposicién
para la ANDEVA, donde el primer sumandor >~ | )\fj es la parte de la varianza de o2
que es explicada por los factores y que llamaremos comunalidad, y el otro sumando es el
efecto de la perturbacion no explicada por el modelo (1) o ruido blanco, o a veces llamada

variabilidad comun. A la comunalidad de la variable x; la denotaremos por
m
2 2
=Y
=1

de manera que
o7 = hi + 47
Finalmente podemos obtener otra propiedad generada por el modelo (1), y esta es que
Elx—-pf']=A
En efecto, de la ecuacion (1) tenemos que

(x—p)f" = Aff'+uf’
Elx-wt'| = AB[ff]+E[uf']
E[(x—u)ft] - A

puesto que E [f£'] =Ty E [uf "] = 0 ya que no correlacionan.
Finalmente la ecuacion (1) implica que dada una muestra 7 a la cual le aplicamos la
variable x ;, esto es x; (i) = x; j, entonces

Tijg=p; AN fut N foit N fmi g s i=1.n5 j=1..,p (2)



Y esta ecuacion esté indicando que el valor observado por la ¢—ésima muestra en respuesta
a la j—ésima variable es causa de la media de la variable, 1;; de los efectos de los m
factores latentes A\j1 f1; + Aj2 fai + -+ 4+ Ajm fmas Y de un ruido blanco o perturbacion
especifica de cada observacion w; ;.

Luego, para la matriz de datos X = (z; ;), la forma matricial generada por el modelo
(1) es

X=1pu'+FA'+U

donde 1 es el vector de n x 1 de unos, F es una matriz de n x m que contiene los m
factores para las n unidaes muestrales, A es la traspuesta de la matriz de carga de m x p
cuyos coeficientes relacionan las variables y los factores y U es la matriz n x p de las
perturbaciones.

\eamos un ejemplo para fijar ideas. Supongamos que tenemos tres variables x1, zo y
x3, Y pensamos que hay dos factores latentes, esto es

T oy A1 A1z f u1
o | = po |+ A2r A < fl >+ U
3 M3 A31 A3z 2 u3
De tal modo que la matriz de varianza y covarianzas del vector de variables satiisface
o1 o012 O3 A1 A2 At Aar A 7 0 0
oo1 05 o023 | =1 X A2 |- < )\11 )\21 )\31 > +( 0 %2 o0
031 032 0% Azt A2 R 0 0 43

siendo diag{+3, 3,13} la matriz de varianza del vector de pertuurbaciones. Las comu-
nalidades son

2
W= N =X+ A, i=1,2,3.
j=1
de manera que
AiiAjr+Ai2Aje; i =1,2,3; i #J
Por otro lado si la muestra es de n = 4 elementos, entonces

Q
|

Ul‘j

T11 Ti2 13 Ky Mo H3
o1 T22 T23 _ Hi o Mz B3 f
T31 T3z L33 M1 fo o 3
T4l T42  T43 K1 M2 M3
fii fa
fiz fa2 '</\11 A1 Asi )+
Ji13 fo3 A2 A2z Asz
Jia fou
u1l U1z U3
U2l Uga  U23
uzl U3z  U33

Ug1  Uq2  U4q3



3. Launicidad del modelo

Supongamos que tenemos el modelo
x=p+Af+u

con todas las hipétesis establecidas en (1). Por otro lado, sabemos que es posible encontrar
matrices A* y f* tal que
Af = A*fx
En efecto, supongamos que tenemos una matriz H de m x m, no singular y no diagonal,
entonces podemos escribir
x=p+AHH 'f +u

ahora haciendo las siguientes transformaciones A*= AHYy H~'f = f*, obtenemos la rep-
resentacion

x=p+ A" +u 3)
Sin embargo, la distribucién de vector aleatorio f* tiene una distribucién normal multivari-
ante tal que

E[f7] 0
Vv [f*] _ Hfl(Hfl)t

de modo que las componentes de f* estan correlacionadas, violando la hip6tesis n° 2 del
modelo. De modo que la representacion dada en (3) no nos sirve para nuestros intereses.

Sin embargo, si tenemos un vector de factores f que sigue una distribucion N (0, V),
donde V¢ es una matriz no diagonal y definida positiva, entonces es posible encontrar una
matriz A tal que V; = AA’, y entonces A=V (A*l)t = I, de modo que podemos
escribir

x=p+ (AA)(AT'f) +u

y definiendo A*= AA y f* = A~!f, donde si esta vez el nuevo vector de factores f*
tiene matriz de varianzas y covarianzas A~V (A—l)t = I, es decir sus componentes
no correlacionan. De tal modo que, en este sentido la representacion del modelo es Unica
si tenemos un vector de factores no correlacionados, puesto que con una transformacion
lineal adecuada lo podemos no correlacionar.

Finalmente si tenemos el modelo (1), x = g+ Af + u, cumpliendo todas las hipdtesis,
y tomamos una matriz ortogonal H, entonces es claro que x = p+ (AH)(Htf) +u, luego
ambos modelos son indistinguibles puesto que tanto £ como Hf son no correlacionadas
en sus componnetes. De tal forma que podemos asegurar que el modelo es "(nico” salvo
transformaciones ortogonales (atn cuando algunos autores dicen que el modelo esta inde-
terminado bajo transformaciones ortogonales). Lo interesante que, toda vez que tengamos
el modelo (1), podemos efectuar rotaciones ortogonales sobre el vector de factores, rota-
ciones adecuadas imponiendo condiciones a la matriz de carga (no olvidemos que la matriz
de carga serd AH, si decidimos ortogonalizar).



4.

¢ Cuando realizar un analisis factorial?

Realizar un analisis factorial significa aceptar que el vector de variables satisface el modelo
(1), y esto significa que x ~ N(u, V'), de otra forma deben existir altas correlaciones entre
las variables, que es cuando podemos suponer que se explican por factores comunes. El
andlisis de la matriz de correlaciones de la muestra, seré pues el primer paso a dar. Podemos
comprobar el grado de correlacion con las siguientes pruebas o test,

e Test de esfericidad de Bartlett. Suponiendo normalidad entre las variables se con-

@)
(b)

©)

trastan las siguientes hipétesis
Hy:R=1 wv/s Hj: R#I

siendo R la matriz de correlacion del vector x, esto es R = D~1/2V D~1/2 con

D = diag{o?,...,03}, y el estadistico de prueba que se utiliza es

B=—-(n—-1-(2p+5)/6) In|R"|

siendo R*la matriz de correlacion muestral, y donde B, bajo Hy, se distribuye segin
una Xf) (=1 /2" De tal forma que no es aconsejable hacer un andlisis factorial a los
datos si aceptamos la hipétesis H.
Calculo del indice KMO (Kaiser-Meyer-Olkin). El indice KMO se define como

> Zj;ék: T?k
DIDIIIIR LI D) DI
donde r;,, mide la correlacion lineal simple entre la variables observadas j y k; Y a;
es el coeficiente de correlacion parcial entre j y k. Lo que trata de medir este indice es
que haya fuerte correlacion simple entre las variables, por si misma, y que ademas el
efector de correlacion entre dos variables no se deba al resto de las otras variables que
es lo que mide prcisamente el coeficiente de correlacion parcial. Es decir la situacion
ideal que este ultimo coeficiente no perturbe a los coeficientes lineales, de modo que
un indice KMO préximo a 1 es dptimo. Estd comUnmente aceptado que:
Si KM O < 0.5 no resultaria aceptable para hacer un andlisis factorial
Si 0.5 < KMO < 0.6 grado de correlacion medio, y habria aceptacion media en los
resultados del analisis factorial.
Si KM O > 0.7 indica alta correlacion y, por tanto, conveniencia de un andlisis factorial.
El indice MSA para cada variable. Este indice es similar al indice KMO pero esta
referido a cada variable, de modo que su definicion es

2
Zj;ék- Tik
2 2
2ok Tk T Lk G
Si el valor del M S A(y5) fuera pequefio, no se aconsejaria el andlisis factorial. Por el
contrario, valores proximos a 1 indicarian que la variable x; es adecuada para incluirla

con el resto en un analisis factorial. En muchas ocasiones, se eliminan las variables con
indice M S A muy bajo.

KMO =

MSA(j) =




5. Extraccion de los factores

Vamos a realizar algunas simplificaciones al modelo (1). Vamos a suponer que las variables
x; estan estandarizadas. De tal forma que el modelo (1) queda como

x=Af+u
De otra forma
r1 = A1 fit+tAde ot A fotwa
v = N1 fi+Xe foto A+ Aim fon F U
Tp = )\Plf1+)‘p2f2+"'+)\p7nfm+uz)
y por lo tanto
Vizd = 1= X0 #2054 4 AL, + Viw] O]

. )\fh representa la proporcion de varianza total de la variable x; explicada por el factor

e M 4+ 2% + -+ A2 es la comunalidad de la variable x; y representa la proporcion
de varianza que los distintos factores en su conjunto explican de la variable z;. Es, por
tanto, la parcela de esa variable que entra en contacto con el resto de variables. Varia
entre O (los factores no explican nada de la variable) y 1 (los factores explican el 100%
de la variable).

e Vlu] es lo que se llama especificidad y representa la contribucion del factor tnico a la
variabilidad total de z;

Si sumamos a traves de ¢ = 1, .., p las ecuaciones en (1), obtenemos

P P P P
P=Y Nuto D N+ ) A+ Vud (5)
i=1 i=1 i=1 i=1

e Lacantidad g, = >0, /\Z2 ,, representa la capacidad del factor i para explicar la vari-
anza total de las variables. Como las variables originales estan estandarizadas, la vari-
anza total es igual a p y g5, / p representaria el porcentaje de varianza total atribuible al
factor h. Es decir

1:2_’_..._’_@4_...4_@4_—2?:1‘/[%]
p p p p

e Los valores g, son los autovalores de la matriz de correlacion R de la matriz X. En
efecto, supongamos que queremos calcular los componentes principales de las variables
estandarizadas x;, entonces estos componentes principales se obtienen calculando los

vectores y valores propios de la matriz de correlacién R.. Ahora si las raices caracteris-



ticas de esta matriz las llamamos &, sabemos que

p
> & =traza(R) =p (6)
=1

donde la proporcidn de la variacion explicada por &; es precisamente &, / p. Observe
las ecuaciones (5) y (6), donde la aproximacion es evidente si los g, lo explican todo
(o equivalentemente V' [u;] & 0).

e De otra forma, con los autovalores obtenidos por R, calculamos los autovectores aso-
ciados construyendo una matriz ortogonal A, entonces la matriz de los valores de los
componentes es

Z =XA
y como A es ortogonal entonces
X =ZA!
esto permite reconstruir las variables observadas originales como
T1 = 01121+t AmiZm s ap12p
Ty = a2zt F GmiZm T apizp
Tp = QpZ1t -t CmpZm t ot Gpp2p

sin embargo si consideramos solamente m componentes, el sistema anterior se puede
escribir como

r1 = anz -+t amzm +u
Ty = 61321+ CmiZm T Uy
Ty = Q1p21 Tt QmpZm + Up
Y de esta forma hemos obtenido el modelo
1 ailr -0 Qml Z1 u
i | = @ o Qi || 2 T W
Tp Aip ° Amp Zm Up



que si lo comparamos con el modelo (1) se tiene que

a1 o Gml
A=| au - am;
alp .. a7np
es la matriz de "carga” y
z1
f= Z;

Zm

son los factores. De otra forma, lo que se propone es que al andlisis factorial (que
es la estimacién del modelo 1), se puede realizar (extraer) mediante el calculo de los

componentes principales.

Sin embargo, hay que hacer una advertencia. Si bien es cierto que las variables u; no
estan correlacionadas con las variables zy, ...z,,, como lo exige el modelo factorial,
también es cierto que las variables u; contienen a las variables 2,11, .., zp, de tal forma
que en esta representacion las variables u, ..., u,, estaran correlacionadas.

No obstante lo anterior, si existen m componentes principales que explican una propor-
cién muy alta de la variabilidad, de manera que la variabilidad especifica de las variable
u; es pequefa, el andlisis factorial y el analisis de componentes principales sobre la ma-

triz de correlaciones daran resultados similares.



