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1. Introduccion

Uno de los objetivos principales dd andlisis de datos multivariante es la reduccién del
nimero de la dimensionalidad, no queriendo con esto decir que basta encontrar una vari-
able en funcion linea, o de otro tipo de relacion, para reducir la dimension en 1. Mas
gue eso, de una dimension de p variables intentar reducir ladimension ar < p, pero de
tal forma que no ocurra una gran pérdida de informacion. El llamado andlisis en compo-
nentes principal estiene ese objetivo. Dadan observaciones de p variables, se construye un
método para reemplazar esas p variables por otro ndmero reducido de nuevas variables y
gue en definitiva son combinaciones lineales de las originales, y que ademés estas nuevas
variables expliquen en un gran porcentajelavariabilidad original. De otraforma, parafijar
ideas supongamos, a modo de g emplo, que tenemos un gran nimero de variables que las
podemos reducir a un 20% del nimero original, de tal forma que estas nuevas variables
no estén correl acionadas pero sin embargo pueden explicar mas del 85% de lavariabilidad
original, teniendo en cuenta que este 20% de "nuevas” variables se formaran por combi-
naciones de clases de variables originales fuertemente correlacionadas. Y ademés estas
"nuevas’ variables, que reducen la dimensionalidad, en nuestro g emplo en un 80%, son
las|lamadas variables” latentes” no correl acionadas, y que no son observadas directamente
por los datos, o no se reflejan directamente en la matriz de datos.

2. Planteamiento del problema

Supongamos sin pérdidade generalidad que nuestramatriz de datos X yaesta centrada, esto
es X = X, de modo que lamatriz de varianzay covarianza estd dada por S = nLilXtX.
Nuestro problema es encontrar un espacio de dimension mas reducida que represente ade-
cuadamente |os datos.

Se desea, entonces, encontrar un subespacio menor que p de tal formaque al proyectar
los puntos sobre este huevo subespacio, 10s puntos conserven su estructura con la menor
distorsi én posible.Supongamos que nuestros datos son puntos (o vectores) en € plano esto
esp = 2, y queremos hacer una buena reduccion a una dimension, esto esaunarecta. La
Fig. 1indicaladispersion de puntosen el plano, y unarectaque, al parecer, proporcionaun
buen resumen delos datos, puesto que larecta pasacerca de todoslos puntosy ladistancia
entre ellos se mantiene aproximadamente entre las proyecciones alarecta.



Fig. 1

Impondremos la condicién de que ladistanciade | os puntos original es hacialas proyec-
ciones de larecta seala menor posible. Si consideramos € punto x; cuaquieray unadi-
reccion fija, digamos a;, de norma unitaria, entonces la proyeccion de x; sobre la recta
generada por € vector a; esta dada obviamente por una expresion del tipo z; ¢ a;, donde

Zj =xi1a1+¢¢¢+xipap (1)

y al factor escalar z; aveces se le [lama coeficiente de Fourier. Para convencerse de esto
observelaFig. 2.
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En estaFig. 2 observamos que € vector u es perpendicular al vector ® a;, donde de



momento € coeficiente escalar ® |o desconocemos, y por lo tanto se satisface que *:
uta; =0
Sin embargo d vector u esladiferenciaentrea; y zj, esto es
u=~®a; jz1

de modo que

®a; jz1)tay = 0

®aZ jzita; = 0

y pustoqueas = 1 seconcluye que efectivamente el coeficiente de proyeccidn o de Fourier

es e delaecuacion (1).
En consecuencia todos los puntos x; tendran un coeficiente de proyeccion de laforma:

zi = Xj ta; = aj X;

donde hemos continuado la notacién matricial en vez del producto escaar. Y omo lo es-
tablecimos en laFig. 2 el vector que representa a esta proyeccion esz; a; . Definamos por
ri ladistancia entre el punto X; y € punto de la proyeccién correspondiente, esto es zj a;
y puesto que estamos exigiendo que las distancias rj sean minimas, esto es

X X

minimizar 2= kx j ziak®

i=1 i=1
donde la doble barra denota la norma de un vector.

LaFig. 1 muestra que al proyectar el punto sobre la recta se forma un tridngulo rec-
tangulo, donde la distancia del punto a la proyeccion es precisamente rj, y ladistancia de
la proyeccion a origen es z;j, y puesto que la distancia de la hipotenusa esto es del punto
a origen se obtiene mediante (x!x;)1=2. De manera que podemos aplicar & teorema de
Pitégoras, es decir

xtx; =z2 +r?
de manera que s sumamos sobre i, tenemos

X . X X

xtxij= 22+ r?
i=1 i=1 i=1
Puesto que el primer miembro es constante, en rigor son las filas de la matriz de datos
centrada, de ta forma que las dos sumaslge la derecha que son positivas estén acotadas,
yssto significa que minimizar la suma ?21 r? es equivalente que maximizar la suma
iL, z2. Ahorabien, resulta sencillo verificar que las variable z; tienen media cero. En
efecto, en virtu de (1) tenemos que X
1 X 1 X et X
- zi== a Xijp +¢6¢ +a Xi
n i=1 I n ' i=1 " i i=1 P
y puesto que las columnas de lamatriz X las hemos supuesto centradas en sus medias, se
tiene que los z; tienen media cero, en consecuencia maximizar la suma de sus cuadrados
equivale amaximizar su varianza. De otraforma, elegiremos un subespacio de proyeccion

de tal forma que los puntos de proyeccién tengan varianza maxima. Y esta es la palanca

1 El simbolo + denota el producto escalar.



articuladora de | os componentes principales. Paravisudizar estaidea, suponga que hemos
elegido otra recta de proyeccion alaindicada en la Fig. 1, que es como seindicaen la
Fig. 3. Ené€lla, intuitivamente, podemos ver que los puntos proyectados tendréan muy poca
variabilidad y por ende perderiamos mucha informacion si elegimos ese subespacio.

Fig. 3

3. Célculo deloscomponentes

3.1 Calculodel primer componente

En virtud delasideasintuitivas, descriptivasy geométricas de la secci 6n anterior, debemos
encontrar una determinada direccidn de una recta, definida por un vector a;, de tal modo
gue las proyecciones de los puntos definidos por los vectores columnas de la matriz X,
y que llamaremos z; a vector constituido por estas proyecciones, tenga varianza minima
entre sus componentes. De otra forma, [lamaremos el primer componente principal ala
combinacion linea de las variables originales, las columnas de X, gque tengan varianza
minima. Esto significaque z; que satisface la ecuacion (2) debe tener varianza minima,

z,=Xa

Como las columnas de X tienen media cero, también lo tendrd las componentes del
vector z;, de modo que su varianza es simplemente |a suma cuadréti ca de sus componentes



divididoporn j 1, estoes

z2iz; = %”af X'Xa; =afSa )
Es claro que podemos maximizar la varianza hasta €l infinito simplemente aumentando el
maodulo de a;, y puesto que solamente a; nos indicala direccion de proyeccién, podemos,
sin perdidad de generaidad, acotar a; detal maneraquetenganormal, estoesqueafa; =
1. Detal forma que con estarestriccion vamos a maximizar la expresion de la derechade
(2), y esto lo hacemos mediante la técnica de Lagrange. Para esto definimos la funcién
vectoria objetivo amaximizar, que es

M =afSa; j . Ialtal il
Derivamosestaexpresi 6n respecto delas componentesde a; eigualamosacero. Seobtiene
oM
0a; =2Sa; j2.,a; =0
y lasolucion es
Say =.a €)
Deestaformaladireccion elegidaparaproyectar lasvariables original es, eslaindicada por
el autovector a; delamatriz devarianzay covarianzas S, y ademas para que efectivamente
la varianza de estas proyecciones sea maxima se tiene que , debe ser € mayor autovalor
de S, y, lo cua es algo extraordinariamente simple, € propio autovalor _ esla varianza
de las componentes del vector z;. De otraforma el radio espectral de la matriz simétrica
semidefinida positiva S eslavarianza del componnete principa z;. En efecto, afSa; =
.aja; =,
Por otrolado si definimosalosvectores columnasdelamatriz X como Xq; X, ::i; Xp,
y ademés considerando que af = (ay; az; ::; ap) entonces

Z1 = a1 X1 +axXo + (06 + apo (4)

Y esta ecuacion describle como € primer componente esté en funcién lineal delasp vari-
ables originaes, de tal modo que la variabilidad de z; es maxima. Ahora s aplicamos el
operador varianzaala ecuacion (4) y recordando que V ar (Xi) = s?, nos queda

. =aisi+ajs;+itt+ajss
Nota: Este esun resultado quetiene ciertaelegancia. En efecto, S suuponemos por un mo-
mento quelas columnas delamatriz X estan estandarizadas, esto esdividida cada columna
por sus desviaciones estandar, entoncesV ar(Xj) = 1, y puesto que a; es unitario, se con-
cluyeque, =1

Veamos un gjempl o sencillo.

Ejemplo de las acciones. Busque en la direccion de Internet

http://www.mhe.es/universidad/ciencias_matemeaticas/pena/ficheros.html

y en eselugar baje e fichero llamado Acciones. Este conjunto de datos presenta 34 obser-
vacionesy 3 variables. Las observaci ones corresponden a disti ntas acciones que cotizan en
el mercado continuo espafiol y las variables atres medidas de rentabilidad de estas acciones
durante un periodo de tiempo. Lasvariablesson: X1, larentabilidad efectiva por dividen-



dos, X, eslaproporcion de beneficios que vaadividendos'y X3 larazén entre precio por
acciony beneficios. Analizando estos datos mediante € programa fir stcomp realizado en
el DERIVE, y que esta en la ubicacion del Internet
http : /www.uantof.cl/facultades/csbasi cas/M atematicas/academi cos/
emartinez/magister/firstccom.mth

Cargando en ese programa los datos ddl fichero Acciones obtendra la siguiente matriz de
varianzay covarianzas 1
29:09562388  100:4406506  j15:70281016
S=@ 100:4406506  576:2292780  j18:54627540 A
i15:70281016 j18:54627540 22:56599224
El mayor autovalor de esta matriz resulta ser
. = 594:8566052
y € autovector unitario asociado aeste autovalor es ¢
a; = ' 0:1756683717 0:9837650412 i 0:03670104663

Dentro del mismo programa esta definida los val ores de las proyecciones zj, esto es
X
Z; = Xjjaij
i=1
Zi = Xj10:175683717 + X, 0:9837650412 + Xi3 (j 0:03670104663)
donde se verifica que
1 X
—  zj =594:8566052
33 _
i=1
|

3.2 Calculo del segundo componente

Supongamos ahora que queremos proyectar 10s puntos de X en un plano, donde € plano
estard definido por dos vectores a; y a;, de tal forma que la suma de las varianzas de las
proyecionesz; = Xa; Y z, = Xa, seamaxima. De manera que debemos maximizar la
funcion

A=afSa; +alSa, j .1(ata; i 1) i .2(ataz i 1) (5)
donse se incorporan |as restricciones que deben cumplir los vectores direccinales, esto es
atai = 1; i = 1;2. Derivando respecto de estasdireccioneseigualando acero obtenemos:

@A
M = 2Sa; i 2,1&1 =0
@A
@—a2 = 2Sa, i 2,2&2 =0

Lasolucién de este sistema es
Sa; = 1@



Sa, = &

gueindicaquelasdireccionesa; y a, deben ser vectores propiosde S. Sustituyendo estos
valores en (5) se concluye que lafuncion tiene su maximo en

A= _1+
de modo que .1 y ., deben ser los mayores autovalores de la matriz S asociado a los
autovectores a; y a, respectivamente.

El resultado importante que se desprende es que | as proyecciones z; y z, tienen covar-
ianza cero, puesto que los autovectores de una matriz simétrica semidefinida positiva son
ortogonales, estoesata, = 0, y por lo tanto afSa, = 0, que esla covarianza entre ambos
vectores.

Veamos un gjemplo.

Encuesta de presupuestos familiares en Espafia. En la misma direccion en €l Internet
del gemplo de las acciones ubique € fichero de datos EPF (encuesta de presupuestos fa-
miliares). Estos datos corresponden a 51 observacionesy 9 variables. Las observaciones
son las provincias espafiolas méas Ceutay Melilla, que aparecen unidas como una Unica
provincia, y las variables los nueve epigrafes en los que se desglosa la Encuesta de Pre-
supuestos Familiares en Espafia. Las variables son: X; = dimentacion, X, = vestidoy
calzado, X3 = vivienda, X4 = moviliario doméstico, X5 = gastos sanitarios, Xg = trans-
porte, X7 = ensefianzay cultura, Xg = turismo y ocio, Xg = otros gastos. Las unidades
son gastos promedios anuaes por familia en pesetas. Fuente: Encuesta de Presupuestos
Familiares del afio 1990/91.

Haciendo leves modificaciones del programafirstcom del DERIVE, podemos calcular
losdos mayores autoval ores de lamatriz de varianzas y covarianzas con sus respectivos au-
tovectores unitarios asociados. No obstante ala matriz de datoslavamosa"suavizar” apli-
cando logaritmo natura a cada una de sus entradas. Sobre este nuava matriz procedemos
a calcular los mayores autovalores de la matriz S asociada. De hecho podemos calcular
todos los autovalores, estos son [0.348, 0.010, 0.005, 0.0176, 0.027, 0.013, 0.032, 0.011,
0.006].

Podemos observar que el radio espectral es _; = 0:348 y & segundo autovalor mayor
es .o = 0:032. Los autovectores unitarios asociados a estos autoval ores respectivamente
son

a; = ' 0:12 0:18 0:30 0:31 0:46 0:34 050 0:31 0:31 ¢
a, = ! 0:05 0:16 §0:127 0:.07 §0:21 0:29 040 §0:17 0:78 ¢
De tal manera que las proyecciones de las 51 observaciones en cada una de estas compo-
nentes princi pal es vienen dada por las siguientes férmulas
z; = 0:12X; +0:18X5 + 0:30X3 + 0:31X,4 + 0:46 X5
+0:34Xg + 0:50X7 + 0:31Xg + 0:31Xq
Zo = 0:05X; +0:16X; j 0:17X3 +0:07X4 j 0:21Xs5
+0:29Xe + j 0:40X7 j 0:17Xg + 0:78Xg
¢Qué hemos conseguido con estas proyecciones 0 nuevas " puntuaciones” ? Esen estasim-



ple sumasy restas que dan puntuacionesaz; y az, donde aparecen factores” latentes’ que
caracterizan alas provincias de Espafia. Veamos la interpretacion.

Podemos observar que la puntuacion z; es una suma ponderada de todos los gastos, y
donde hay mayor ponderacion en X7 (gastos ensefianzay cultura) y Xs (gastos en salud).
En cualquier caso, si ordenamos las 51 puntuaciones paraz; de mayor a menor, quedardn
ordenadas | as provincias de Espafia segin el factor "renta”’. De maneraque el primer com-
ponente descubre € factor renta, de otra manera nosindica un ordenamiento delas provin-
cias segun su renta. Se puede descubrir que las tres mayores puntuaciones corresponden a
Navarra. Madrid y Barcelona, respectivamente.

La segunda componente la podemos arreglar de la siguiente manera equivalente

z, = (0:05X; + 0:16X, + 0:07X4 + 0:29Xg + 0:78Xo)
i (0:17X5 + 0:21Xs + 0:40X; + 0:17Xs)

Y podemos observar que esta variable proyectada es la diferencia entre dos promedios
ponderados aproximadamente, en efecto

0:05+ 0:16 + 0:07 + 0:29 + 0:78 = 1:35

0:17 + 0:21 + 0:40 + 0:17 = 0:95
El primer promedio damayor peso a Xq (otros gastos) y Xg (transporte). Suponiendo, por
parte de lafuente de encuesta, que otros gastosincluyeel envio dedinero aotrasprovincias,
y pensando que este envio estd asociado a gastos en transporte, de manera que podemos
pensar que esta ponderaci6n positiva descubre alas provincias que transfieren dinero fuera
deella Y por otro lado, el segundo promedio, la que se resta, da mayor ponderacion a X7
(gastosen ensefianzay cultura) y Xs (gastosen salud). De maneraque estapuntuacionz, va
aseparar alas provincias que realizan unamayor transferencia de dinero aotras provincias,
de aqudllas que transfieren poco pero tienen atos gastos en educecion y salud. Realizando
este ordenamiento, es sugestivo que la Ultima provincia en puntuar seglin este componente
es Barcelona Es decir, redliza poca transferencia a otras provincias y gasta mucho en ed-
ucacion y salud (lo que confirma numéricamente una evidencia para quienes conocen la
dinamica catalana). Quien recibe mayor puntuacion en estacomponente es laprovinciade
Zamora.
jEste es el potencia quetiene el andlisis en componentes principal es!

3.3 Generadizacion

La manera de extender estas proyeccionesar > 2 esandoga. Lasdirecciones paralasr
rectas se llaman direcciones principales de los datos y las nuevas variables definidas por
ellas (las férmulas de las proyecciones) se Ilaman componentes principales.

Vamos a suponer, en general, que la matriz de los datos X, y por lo tanto la matriz
de varianzas y covarianzas S, tiene rango p, de modo que existirdn tantas componentes
principales como valores propios o raices caracteristicas _ 1;::i; , p Setengadelamatriz S,
gue vienen definidas por las soluciones del polinomio caracteristico

det(Sj.1)=0



Y sus vectores asociados son
Si.hHa=0

Losvalores _j sonredesal ser lamatriz S simétrica, y por ser unamatriz definida positiva
estos autoval ores serén positivos. Ademassi _ i y . j son dos raices distintas sus autovec-
tores asociados serén ortogonales. Ademéas s S es semidefinida positivaderangor < p
habria solamente r raices caracteristicas positivas, siendo los restantesp j r igua acero.

Supongamos que formamos la matriz cuadrada A, de dimension igual a nimero de
componentes princi pal es que deseamos obtener o si sequiereigua a ndmero dedirecciones
principales que vamos a suponer es r, definida como agquella que tiene por columnas los
vectoresdireccionales, de otraformasus columnas son losautovectores asoci ados, entonces
las puntuaciones (componentes principales) que son los valores de las r componentes en
los n individuos viene dada por lamatriz Z de dimension n £ r que satisface larelacion

Z=XtA
Observe que AtA = |, de tal forma que calcular los componentes principales equivale

aaplicar una transformacion ortogonal A alas variables X (g es originales) para obtener
unas nuevas variables incorrel acionadas entre si.



