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Entropia, una Una medida de nuestra

propiedad Ignorancia de un
termodindamica sistema fisico-quimico

Conexion entre las propiedades ter modinamicas
macr oscopicas del sistemay las propiedades
micr oscopicas de sus e ementos

E. Martinez
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L a entropia de un sistema aislado tiende a crecer (o por lo
menos no decr ece) como consecuencia de cualquier
transfor macion ter modinamica.

Considere usted un “cubo” de hielo, aisado en una

habitacion a una temper atura constante, digamos 17
grados celcius... He aqui € hielo:

E. Martinez




M ecanica Estadistica; Estadistica de M axwell-Boltzmmann

En € instante mismo que degjamos €l hielo en la habitacion ...

S S

... tenemos absoluto conocimiento
dela posicion de cada molécula
del hido.

E. Martinez
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... Sin embar go, en un proceso cuasiestatico este hielo se
fundird, transfor mandose en agua liguida.

—nt—

Y este proceso de fusion ha destruido el orden en que se
encontraban las moléculas en el solido.

Ha aumentado, al igual que la entropia, nuestra
Ignor ancia sobre la posicion de las particulas, producto
del desorden.

E. Martinez




M ecanica Estadistica; Estadistica de M axwell-Boltzmmann

Entropia eignorancia

Vamos a asociar la entropia con total ignorancia, en vez
de asociarla sdlo con la ignorancia de la posicion de los
elementos.

Por |lo tanto, el problema esdar un significado preciso
al concepto deignorancia, y hallar la relacion funcional
gue lo vincule con la entropia (y asi, también, poder
entender cabalmente porque esta esa relacion funcional
en la lapida de L udwig Boltzmann)

E. Martinez
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Consideremos por analogia un mazo de naipe

[T
| PLAYING CARDS

El mazo representa /

a sistema. ... Y los naipes, los elementos

E. Martinez
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S los elementos (naipes) se encuentran originalmente
ordenados (por pintay valores), ello correspondera a un
estado de orden total (correspondiendo a un estado de
entropia cero). Esdecir, que existe una unica disposicion
posible de los elementos del sistema, y conocemos
perfectamente la posicion de cada naipe. Si se barajan las

cartas (correspondiendo a una agitacion tér mica debida a
un aumento de la temperatura) aumenta nuestra

Ignor ancia respecto de la posicion de un naipe dado
(correspondiendo a un aumento de la entropia).

¢Como mediremos esta ignorancia?

E. Martinez
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Consideremos el mazo ordenado, extraigamos una carta
al azar y coloquemosla en una posicion cualquiera del
mazo.

S el numero decartases N, tendremos N posiciones distintas
Igualmente posibles.

Supongamos ahor a que son dos los naipes gue Se extrajeron
y se han vuelto a colocar en otra posicion cualquiera.

El nimero de disposiciones distintas e igualmente
posibles es ahora N(N-1)

E. Martinez
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oF

N naipes
ordenados

Sacamos un naipe...

... Y lo colocamos en
unadelasN
posiciones

iHabran N posiciones,
Igualmente posibles, dondela
carta puede ubicar se!

o

E. Martinez
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Sacamos ahor a dos
naipes...

<«— jEstelugar ya esta ocupado!

... Y volvemos a colocar |os

dos naipes
N naipes

or denados

iHabran N(N-1) posiciones,
Igualmente posibles, donde los
dos naipes pueden ubicar se!

A
E. Martinez
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Se observa que el aumento de nuestra ignorancia acer ca de
la disposicion de los naipes en el mazo (que se corresponde
con el aumento del desor den) esta asociado con € numero
de disposiciones distintas igualmente posibles.

Podemos proponer, entonces, como medida de nuestra

ignorancia € numer o de disposiciones distintas de los
naipes, igualmente posibles, para el estado que se
considere.

Esimportante considerar que, a priori, todaslas
posiciones distintas son igualmente posibles

E. Martinez
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El numer o de disposiciones distintas de los elementos de un
sistema dado se denotara por W

Consider emos ahor a dos mazos que se jeYe(f
barajan independientemente Luiy Q

¢Cual esel numero W de disposiciones
Igualmente probables del sistema
formado por los dos mazos?

= T =
PLAYING CARDS

W = W, W,
\

Sea W, €l nimero de
disposiciones igualmente
probables de este sistema

..Y W, paraeste
sistema

E. Martinez
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Por otro lado, termodinamicamentes § y S, indican la
entropia de dos sistemas independientes, |la entropia total S
esta dada por

S=5+ S,

Hemos encontrado una interrelacion entreW y S, tal que:

a) A un aumento de S corresponde un aumentode W, y
viceversa

b) Cuando se consider an dos sistemas independientes, a
|a propiedad aditiva de S le corresponde la propiedad
multiplicativa de W

E. Martinez
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Por lotanto, lafuncion quevinculea Sy W debera
ser tal que

FW W, ) = f(W, ) + (W)

Existe una, y solo una, funcion que verificala
condicion anterior ...

...y eslaquefue puesta en la lapida de Boltzmann

S=k InW

E. Martinez




M ecanica Estadistica; Estadistica de M axwell-Boltzmmann
S=k InW

Para el caso de un sistema fisico-quimico, W representar a,
al igual quelos naipesdela baraja, el numero detodaslas
posibles posiciones de sus elementos.

Supongamos que el sistematiene N particulas, una

funcion devolumen V, y una energiainterna U

Uno delo objetivo de la mecanica estadistica es calcular
la “ignorancia” W como funcion de

WEL(VRYAY)

E. Martinez
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Vamos a calcular W para un sistema aislado de
elementos independientes |ocalizados.

Por localizado se entendera que el elemento se puede
encontrar en € entorno deuna posicion fijaen €l
espacio; ademas se puede encontrar uno, y solo un,

elemento en tal posicion.

Por independiente se entendera que € estado del
elemento en un instante dado no esta afectado por €
estado de losrestantes elementos.

E. Martinez
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Supongamos entonces gue tenemos un sistema aislado con
N particulasidenticas.

Cada particula puede ocupar un nivel de energia E1’ E2,

L a energia (constante) de este sistema aislado es U

Definamos una distribucion del sistema de particulas
mediante la notacion

E. Martinez
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numero de particulasen €l nivd i,
donde cada una de ellas tiene una
energiakE

I

Entonces

y ademas

E. Martinez
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Definamos &l conjunto de todas estas distribuciones como

Cadadementode sedicegueesun macroestado

Ahor a, cada macr oestado tiene varias maner as de
configurarse, y una manera asociada a un deter minado
macr oestado se llamar a microestado

L uego W es el numer o de microestados posibles del
sistema

E. Martinez
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M acr oestado y microestado

Supongase que €l sistematiene N = 4 particulas, y que la
energiainternaesU = 6, y los niveles de ener gia van desde
0,1, 2, ... He aqui tres posibles macr oestados

A B C

7 I 7
6 6 6
S S S}
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0

E. Martinez
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Como el sistema es localizado, esto significa gue las
particulas son distinguibles, luego algunas manifestaciones
(microestados) para el macroestado A son las siguientes:

A A A

.
6
5
4
3
2
1
0

OFRLPDNWPPMSOI O N
OFRLPDNWHHSOI O
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Algunos microestados asociados al macroestado B son
los siguientes:

.
6
5
4
3
2
1
0)

OFRNWNUIO
OFRNWNUIO N
OFRNWAUIO
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L a pregunta es entonces ¢dado un deter minado
macr oestado, cuantos micr oestados asociados tiene?

L arespuesta no es sencilla. Sin embargo s |a
respondemos tenemos calculado el conjunto W.

En efecto, sea un macr oestado

Definamos por como el numer o de microestados

asociados a

Entonces

E. Martinez
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I|nsistimos en |a pregunta entonces, ¢dado un deter minado
macr oestado, cuantos micr oestados asociados tiene?

L arespuesta no es sencilla. Sin embargo s por un
momento olvidamos la condicion

podemosresponder ala pregunta, ¢Dado N objetos, de
cuantas maner as podemosrepartir estos objetos en k
cajas que tengan capacidad para n,.n,,...N., objetos

respectivamente?, donde n, + n,+ ... + n, = N

E. Martinez
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N bolitas

E. Martinez




M ecanica Estadistica; Estadistica de M axwell-Boltzmmann

No resulta complicado demostrar que

(N )(N_n]) (N-(n1+...+nk_1)) ~ N |
n, N n, n1! n2!...n!

k

Son todos los microestados posibles para e macroestado

(nl,nz,".,nk)

per o que no necesariamente tienen la condicion

o+ + --- + =
nlE1 n2E2 nkEk U

E. Martinez
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Deotraforma, la cardinalidad de un macr oestado particular

(nl,nz,".,nk) es

N !

n | ... !
L5 o

\(nl,nz,".,nk)\ —

Sin considerar la condicion

- + --- + =
nlE1 n2E2 nkEk U

E. Martinez
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De manera que podemaos concluir que

E. Martinez
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Asi como toda ubicacion del naipe extraido del mazo es
igualmente probable, toda configuracion de un microestado
esigualmente probable. En rigor, es el postulado
fundamental de la mecanica estadistica: Todo sistema en
equilibrio tiene la misma probabilidad de estar en cualquiera de

sus microestados permitidos.

De esta maner a, e macroestado que tenga mayor
numer o de micr oestados es, obviamente, el macr oestado
mas probable. Y, en consecuencia, sera (en probabilidad)
el estado de equilibrio.

E. Martinez
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A la busgueda del macroestado mas probable

Supongamos que existe una distribucion

tal que

Nuestro inter és es calcular entonces

E. Martinez
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A la busgueda del macroestado mas probable

Encontrar significa

sujeto a las condiciones extremas

E. Martinez
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A la busgueda del macroestado mas probable

Maximizar lafuncion

Es equivalente a maximizar

E. Martinez
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A la busgueda del macroestado mas probable

Utilizando e método de los multiplicadores de L agr ange,
definimos

Derivando parcialmente e igualando a cero

E. Martinez
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A la busgueda del macroestado mas probable

Par a obtener las derivadas de

utilizamos la for mula de Stirling

y obtenemos

E. Martinez
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A la busgueda del macroestado mas probable

Obtenemos

De modo que, sl identificamos por los maximos,
tenemos

E. Martinez
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A la busgueda del macroestado mas probable

L a constante ¢ se encuentra sumando los . estoes

de modo que

E. Martinez
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A la busgueda del macroestado mas probable

Concluimos que la distribucion mas probable es

Continuara...

E. Martinez




