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1. Aplicacion dela geométrica

1.1 Problema

Una empresa trasnaciona produce un determinado articulo. El departamento de calidad
clasificad articulo encinco categoriasdecalidad: A, B, C, D y F, donde A eslacategoria
de excelencia, y F la menos buena. La manufacturacion de cada articulo es un proceso
independiente. Estudios de muestreo por el mismo departamento han determinado que las
probabilidades de calidad de un articulo son las siguientes:
PrfAg = 8=36; PrfBg = 6=36; PrfCg = 8=36; PrfDg = 10=36; PrfFg = 4=36

Unaempresa que compralos articul os anualmente tienela siguiente pol itica de compra:
Revisa cada articulo en forma secuencia de tal manera que, s €l primer articulo tiene la
categoria A entonces se detiene el proceso derevision y se dice que la produccion ha sido
exitosa, y en consecuencia compra unagran partida; s el primer articulo que revisa es de
la categoria F , entonces considera que la produccion no ha sido exitosa, y en consecuencia
no compra. Ahorasi € primer articulo no estd en la primera (A) ni Gltima categoria (F),
continua revisando articulo tras articulo hasta encontrar uno de la misma categoria que €l
primero o uno delacategoriaA, antesqueleaparezcaunarticulo F: Si ocurrelo primero, la
empresadeclara que laproduccion ha sido exitosa también, y en consecuencia comprauna
partida, en caso contrario, declara que la produccion no ha sido exitosa, y en consecuencia
no compra.

¢Cudl eslaprobabilidad de tener una produccion exitosa ?

1.2 Solucién

121  Conceptualizacion de los sucesosinvolucr ados.

El alumno debe ser capaz de identificar los sucesos atingentes al problema. De aguna
maneray con notaci énes que estime conveni ente debera determinar |o siguiente;
E : laproduccién dela empresa ha sido exitosa

donde
E=E;[Es
siendo
E; : laprimerarevision fue exitosa



Es : seobtuvo éxito enlas subsecuentes revisiones

El segundo suceso, Es, es el de un grado de dificultad, por |o menos se debera asignar
puntgje si " eshbozan” alguna trayectoria para ese suceso, por gemplo B; D; D; B, cuatro
revisiones hasta conseguir un éxito, etcétera.

122  Cuantificacién delasprimeras probabilidades

El alumno debe saber que la solucién a problema pasa por el cédculo de

PrfEg = PrfE;g + PrfEsg = 8=36 + Prftsg

En esta etapa el alumno debe comprender, alo menos intuir, que el cdculo de PrfEgg
dependeradelas calidades A, B, C y D del articulo. Por lo tanto deberdintroducir € con-
cepto de probabilidad condicional, esto significa que de alguna manera deberd manifestar
lo siguiente;

Si en laprimerarevision se obtuvo X 2 fB; C; Dg, entonces |la manera de detener el
proceso de revision es que aparezca un articulo A 6 X, y laaparicion de un articulo A 6 X
ocurre con probabilidad

PrfXg + 8=36
y laotraforma de deterner e proceso de revision es que aparezca un articulo F, que ocurre
con probabilidad
4=36
delo contrario continua el proceso de revision, es decir que no aparezca X, ni A, ni F,y
esto ocurre con probabilidad

1j4=36j PrfXg j 8=36
Ademas, deberadeducir que la probabilidad de PrfEsg se calcula mediante

>
PrfEsg = PrfeEs = XgPrfXg D
X2fA;B;Cg
Demaneraquesellegaa momento crucial en que €l alumno deberd proponer € modelo
de probabilidad para este problema.

123  Presentacion dd modelo de probabilidad geométrico.
El alumno debera ser capaz de concluir, que todavez que ocurraqueen la primerarevision
gue X 2 fB; C; Dg que el proceso "puede’ detenerse, en esta segunda parte, en alguna

revision n, de manera que la probabilidad de detener € proceso de revision en n estadado
por

(1§ 4=36 j PrfXg j 8=36)"11 ¢ (4=36 + PrfXg + 8=36)

Ahorabien, el proceso se detendré con produccidn exitosa en la n-ésima revision dado
que ocurrio X 2 fB; C; Dg con probabilidad

(1 i 4=36 j PrfXg j 8=36)"11 ¢ (PrfXg + 8=36)
Por lo tanto, la probabilidad de detener el proceso con produccion exitosa en algdn mo-



mento, dado que ocurrio X 2 B; C; Dg, esta dado por

PrfXg + 8=36

1§ 436 § PrfXg i 836)"1" ¢ (PrfXg +8=36) = e —aae

n=1

Nota: en el célculo anterior debe reconocer |a serie geométrica.

1.2.4  Ultimas cuantificaciones

Bajo lo establecido en (1), € alumno deberarealizar los siguientes calculos

20 PrfXxg + 8=36

Pritsg = , 4736+ PriXg +8-36

¢t PrfXg
X2fB;C;D

estoes

2.

7 8 5 )
PrfEsg = = + i + 55 = 0:534680
De manera que la probabilidad de obtener una produccion exitosa es

PrfEg = PrfE;g + PrfEsg = 0:756902

Una aplicacion de Montecarlo

2.1 Problema

Supongadgue se construye unacircunferenciaen el interior de un cuadrado, delado 1[cms:],
centrada de manerasimétrica, y deradio 1=2 [cms].

@

(b)

(©)

(d)

Se generan dos nimeros aleatorios, X e y de manera independientes y cada uno con-
tenido en d intervalo [0; 1]. ¢Cud eslaprobabilidad de que e punto (X;y) se encuentre
en el interior de la circunferencia?.

Suponga ahora gque se generan tres puntos al eatorios contenido cada uno de ellosen el
intervalo [0; 1]?, de la misma forma anterior. Se pide calcular la probabilidad de que
dos de ellos, alo menos, estén contenidos en el interior de la circunferencia..

Suponga ahora que se construye unafiguraen cualquier parte del interior de un rectén-
gulo cuadrado de &rea A, y estafiguratiene un area ¢ . Supongamos que se generan
N puntosdelaforma(x;y) de maneraindependiente que estan en d interior de A. De-
terminar un model o para calcular la probabilidad de que n puntosdelos N, (n < N),
se encuentren en € interior de laregion de area ¢,

Supongaque ¢, = 0:01¢ A,y que N = 10*. Entregue un método para calcular, sin
necesariamente calcular si es que su calculadora no tiene la capacidad de célculo, la
probabilidad de encontrar 1000 puntos en €l interior del area ¢,



2.2 Solucién

(8 El punto generado (X;y) puede "caer” en € interior de la circunferencia o fuera de
ela, € areadelacircunferenciaes¥%=4, y d &eadel cuadrado es 1, de manera que una
medida de incertidumbre es V=4

(b) Cadapunto, delostres generados en formaindependiente tendran lamisma probailidad
de estar en € interior de la circunferencia, de manera que interpretamos app = %=4
como la probabilidad de éxito al caer dentro de la circunferencia, de modo que la prob-
abilidad pedida es .

P PR LA

(c) Paraun punto generado aleatoriamente dentro de laregion A, la probabilidad que caiga
dentro de lafigurade &ea ¢, seraigual ap = ¢;=A. De maneraque estap esla
probabilidad de " éxito”. En consecuencia la probabilidad pedida es

SN ‘ITM¢L‘ITnL11 _ ¢(;1TNin
n A A
(d) Con el modelo anterior setiene %ue
10*

1000 (0:01)*°% (1 j 0:01)%°°
y esta expresion la aproximamos mediante una Poisson de pardmetro ., = pt N =

0:01¢10* = 100. Estoes
1001000

100 —
1000! : 0

3. El problemadelacarretera

3.1 Problema

Suponga que & nimero de vehiculos que se puede encontrar en una carretera de longitud
X [kilbmetros] esta dada por una distribucién de Poisson de parametro _x, con , = 20
[vehiculos por cada 10 kil 6metros]

(8 ¢Cud eslaprobabilidad deencontrar alo menosun vehiculo enuntrecho delacarretera
delongitud 1 kilémetro.

(b) Suponga tres segmentos de carretera no tras apados, de longitud dos kildmetros cada
uno, ¢cud eslaprobabilidad de encontrar, en dos de estos tres segmentos, exactamente
dos vehiculos?

(c) ¢Cud es la probabilidad de encontrar un vehiculo en un segmento de la carretera de
longitud 100 metros?

(d) un vehiculo, en promedio, mide L = 6 [metrog] (entre autos, camionetasy camiones
con aclopados), en €l lenguaje del transito vehicular se dice que hay un "taco” cuando



la densidad vehicular, %, esto es d nimero de vehiculos por unidad de longitud, se
aproximaa 1=L. ¢Demuestre que la probabilidad de que en un segmento de carretera
delongitud 1 kilémetro ocurraun "taco” es practicamente nula?

3.2 Solucién

(8 Normalizando , alaunidad de 1 kilometro, se tiene que . = 2 [vehiculo por cada 1
kilémetro], de modo que la probabilidad de encontarr k vehiculos en un segmento de
carretera x esta dada por

k
Pk(X) = %WLX

En particular, la probabilidad de encontrar alo menos un vehiculo en un segmento de
longitud 1 kilémetro es

1§ Po(1)=1jel?=0:864664

(b) La probabilidad de encontrar excatamente dos vehiculos en un segmento de carretera
delongitud 2 kilébmetros esta dada por

402
P,(2) = 5t ei* = 0:146525

Llamemos a esta probabilidad p = 0:146525, y lainterpretamos como probabilidad de
éxito. Luego la probabilidad de encontrar en dos de estos tres segmentos de carretera no
traslapados dos vehicuILi)s ast‘ﬁ?l dada por la bﬂlnomi‘l?l

g 02(1 i p) + 2 03 = 0:0581170
() En estecaso x = 100 metros = 0:1 kil§metros, de modo que la probabilidad de
encontrar un vehiculo en un segmento de carretera de longitud 100 metros esta dada
por
1§ Po(0:1) =1 j el %2 =0:181269
(d) S ocurrequeladensidad vehicular % = 1=L = 1=6 [1 vehiculo por cada 6 metros] hay
taco, de maneraque, si consideramos an como & nimero de vehiculos en la carretera
delongitud 1000 metros, entonces habrataco s
n f—
1000 6 ~
Luego se debe calcular |a probabilidad

n = 166

gue es practicamente cero.



4. Comentarios

4.1 Sobree primer problema

Es un problema que si bien se focaliza en un solo modelo discreto, la geométrica, utiliza
en formaintegral varios conceptos de fundamentos, como probabilidad condicional, €l teo-
remade la probabilidad completa, probabilidad de sucesos diguntos, etcétera. Serequiere
un alto grado de abstraccion. Aquellos aumnos que han realizado el modelo del " crap”
estén en condiciones de realizar este problema con éxito. Alto grado de dificultad, toda
vez que no hay antecedentes similares en nuestras guias. Si se reconoce que el modelo de
solucién es la geométrica, se estimaen media hora el desarrolloy los cdculos.

4.2 Sobree cuarto problema

Un problema eminentemente " tedrico”, fundamentado en ladefinicion " frecuentista” dela
probabilidad. Para quien no reconozca la” probabilidad de éxito” no podraingresar a de-
sarrolo ddl problema. Sinembargo si desarrolla(a) y (b), podradesarrollar losdosrestantes
y alavez "aprender” a generalizar en mateméticas. Se espera que en la parte (d) utilice
la aproximacion de Poisson. Si setiene claro € concepto frecuentista de probabilidad, €l
problema se desarrolla en 7 a 10 minutos, de lo contrario no se realizard. Es posible que
en laparte (@) pierdan tiempo con aplicar una densidad uniforme conjunta, lo cual también
conduce a resultado, pero con mayor dificultad. Esun problemasencillo, sin antecedentes
en las guias de gjercicios.

4.3 Sobree quinto problema

Es un problema de aplicacién directa de Poisson, con binomial, donde ladificultad radica
enlautilizacion correctadel parametro de Poisson. Se espera que los alumnos aventajados
realicen la demostracion en la parte (d). Existen ciertos antecedentes en las guias. Nivel
de dificultad medio. Tiempo aproximado en e desarrallo y los cdculos para quien ha
estudiado: 25 minutos.

5. Jerarquizacion en grado dedificultad

Propongo la siguiente jerarquizacion, en todo caso relativa, de menor amayor en grado de
dificultad de los problemas propuestos:

1 Tercer problema
2 Segundo problema
3 Cuarto problema
4 Quinto problema
5 Primer problema



