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Abstract

En este articulo se entrega un algoritmo para el calculo de la probabilidad de exclusion
en un nimero k de marcadores genéticos polimorfos de un total de m marcadores utiliza-
dos para un problema de paternidad. En la actualidad, en Chile, se entiende el poder de
exclusion a priori como la probabilidad de que en a lo menos en un marcador, una persona
que no sea el padre, sea excluido como tal, no obstante que para excluir a una persona acu-
sada es necesario que se excluya en a lo menos dos (y algunas veces tres) marcadores. De
manera tal que, en rigor, la probabilidad a priori de exclusion debe considerarse como la
probabilidad de quedar excluida en al menos dos (o tres) marcadores.

1. Resultados preliminares

Sea M ={1,2,...,m} y definamos paracada k = 1,..,m

Wi = {{117"'7lj7"'7lk‘} / {l17"'7lj7"'7lk} - M; lj #lpSi ] 75]7} (1)
Es facil notar que wy, es la coleccion de todas las muestras de {1,2,...,n}. Luego cada
elemento de w;, Se puede expresar como

wk’:{U/0:{i17"'7ij7"'7ik‘}CM;1Si1<"'<ij<"'<ikgm} (2)

donde o = {i1,---,4j,---, i} de wy segin (2) es una muestra de k& elementos de M que

esta ordenada. Por lo demas

jwrl = (7
ME

Param € M , el mayor elemento de M, la coleccion w; admite una particion de la
forma

wk:JkU:J:; (3)
donde
(;k: = {U:{il,"',ik}/i1<"'<ik;ik#m}
(jjz = {U:{il,"',ik}/i1<"'<ik; ik:m}

Podemos observar que ‘Jl’ =m—1,w1= {m}.
Supongamos ahora que tenemos una coleccion de nimeros {&;,&s, - +,&,} con 0 <
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& < 1,parai=1,...,n. Definamos paracada k € N = {1,..,n} el nimero

= > J[e-a 1]« €)

o€ Wi i€o i€oc

entendiendo que 0¢ = N — o. Ademas definamos

= Hfz ()
i=1

Proposicion. {P(k); k= 0,1, ...,n} es una probabilidad sobre Ny = {0, 1, ...,n}.
Demostracion. Es claro que P(k) > 0 paratodo k = 0,1, ...,n. Debemos demostrar que

n

wo P(k) =1,y esto es equivalente a demostrar que

S>3 Tlo-¢ ITe-1-11s ®

k=10 € wi i€o i€oc
Lo haremos por induccion sobre n. Paran = 1, el resultado es tr|V|aI, puesto que
Z (1-&)=1-&
o€ wy

entendiendo que w; = {1} para N = {1}. Supongamos que el resultado es cierto para n.
Debemos probar (6) para n 4+ 1. Sea wy, la coleccion de muestras de tamafio & obtenidas
de {1,...,n,n 4 1}. Tenemos que demostrar

n+1 n+1
2 2 o-eJl&=1-1]« ™
k= lgew"+1 €0 i€0¢

El lado izquierdo de (7) se desarrolla como

n+1 n
Y. [a-ole = > > [Ma-o]ls ®)
k=10 € wg i€o i€0¢ k=10 € wy i€0 i€oc

+ > JIo- ]l 4

0 € Wnt1 i€ 1€0¢

n n+1

=2 > M- ]fa+lo-e
k=10 € wpi€o i€oc

Ahora desarrollaremos el primer sumando de la Gltima igualdad de (8), esto es

> Y o-a ]«

k=10 € wg i€o 1€E0C
La coleccion wy, la particionamos segin (3) considerando m = n + 1. Entonces

S3 TJa-aI] & ©)

k=10 € wy i€o i€oc



ZZHP HHZZHP I

* c ** 7 c
dEwk €0 €0 160 1€0

\Vamos a analizar cada sumando del segundo miembro de (9). Consideremos el primer

sumando .
Y TIo-a 11«

k=1 o €W i€o i€0¢

Tenemos que,

Z SHo-olle - ¥ X% Hl— ) Il €6 Q0

€0 i€oc k= i€o®
0’ Ew U Ewk i#n+1
n
gn-l—l E § H(ligz) H gi
k=1 * jECT i€c®
T EWk i#n41

Eon(=T]¢)
=1

La dltima expresidn se consigue por la hipétesis de induccidn para n.
Trabajaremos ahora con el segundo sumando de (9), esto es

PO I EERIT

* % 7 c
& €0 1€0

Tenemos el siguiente desarrollo,

ZZHlfél [Te = S TJa-eIle+ (11)

** - 1€0 €0 ce €0 i€0¢
Z > Ja-a ]I«
G'E u*)* i€0 1€0°¢

y podemos ver que el primer sumando del miembro derecho de (11) es

S0 [ 4 =064 Hsi (12)

*k g a7 c
ce &t 1€0 €0

y el segundo sumando tiene el desarrollo

S JJa-a]]e = ZZ H 1-&)1-&) [[& @13
oEcw

k= 206 :}* i€o i€oc * # +1 i€oc
i#En
= 1—€n+1)2 Z H(l—fi)Hfi
k=2 i€0C

I 1<Tod
o€ Wk i#n+1

w



Queda entonces por calcular la expresién

ZZ ILa-a ]l

o S wk l¢7l+1 i€o®
Observemos que la suma interior es sobre el conjunto de indices
we={{i1, - igt/ i1 < <ip; ig=n+1}

y puesto que la productoria no considera a n+ 1, entonces en la suma exterior, que va desde
k hastan, falta el término []"_, (1—¢;) para satisfacer la hipétesis de induccion, de manera

que
ZZ 1L o Hi—l—H& [0 < (14)
C"EJJ: z;én+1 A<tead i=1

Resumiendo todos nuestros resultados obtenidos en (8), (10), (12), (13) y (14), tenemos
que

ntl n+1
Z Z H(l_fi) HEi = H(l—gi)+
k=15¢ L«JZ+1 i€o i€o° i=1

i=1
§n+1(1*H§i)+
(1-&)(1 Hs —H (1-&))
=1

de tal manera que
n+1 n+1

2 > e-efl&=1-1I«

k=14¢ WZ+1 i€o €0’

y de esta manera queda demostrado (6)

Observemos que la probabilidad P (k) definida sobre Ny = {0, 1, ..., n} mediante (4)
y (5), es la probabilidad binomial si {; = p, paratodo i =1,...,n

En particular se tiene que

n

Py => (1-&) ] (15)

i=1 j#i

2. La Probabilidad de exclusiéon

Seael loci K = {Ly, Lo, ..., L}, de modo que para cada locus L; admite un polimor-



fismo de alta variabilidad. Supongamos que tenemos una combinacién madre-hijo deter-
minada en este loci, esto es para cada locus L; la combinacion fenotipo madre-hijo es de
la siguiente forma A; B; — C; D;, respectivamente, donde A;, B;, C; y D; son alelos que
satisfacen lo siguiente
B poa— | 14 Bi}
{4i, Bi} N{C;, Di} = { {Y},conY € {4;, B;}

De modo que para cada locus L; la combinacion fenotipo madre-hijo es necesariamente

unay solo una de las siguientes formas?:

AiBi — AzBl
ALBL — CiBi
CiOL‘ — CLAL

con A; # B;, C; # A;. Ahora si definimos por (A;B; — C;D;)" el espacio de opcion de
uno de los alelos que necesariamente debi6 aportar el verdadero padre para la combinacion
madre-hijo A; B; — C; D, se tiene para los tres casos anteriores que

(AiB; — AiBi)" = {A;, Bi}

(A;B; — C;B))" = {C;}

(CiC; — C AN = {A)}
De manera que solo en los dos ultimos casos se determina de manera univoca cual es el
alelo faltante que debi6 aportar el verdadero padre.

Por lo tanto la probabilidad de que un hombre, que no sea el verdadero padre, no sea
excluido en el locus L; para la combinacién madre-hijo es

—(P(A)) 4 P(By))* +2P(A;) + 2P(B;) para (A;B; — A;B;)"
donde P es la probabilidad generada por la frecuencia alélica poblacional definida sobre el
sistema de alelos para el locus L;. Estos resultados se pueden consultar en [1].

Con lo anterior podemos afirmar que la probabilidad de que una persona que no sea el
verdadero padre, seaincluidaenel locus L; es &,,y 1 —¢, serd la probabilidad de exclusion.
De manera que con estos valores {&,} definimos segin(4) y (5) las probabilidades P(k),
con k = 0,1,..,m, que determinan la probabilidad de que en exactamente en k locus la
persona sea excluyente. Por ejemplo

ORI [F

es la probabilidad de que no sea excluyente en ningln locus, por lo tanto la probabilidad

2 En ausencia de mutacion evidentemente.



[1]

de que sea excluyente en al menos un locus es de
1-PO)=1-]]4& 17)
i=0

El resultado dado en (17) es el que comunmente se entregan en los informes forenses
para mostrar la potencia de la prueba a través de los marcadores genéticos relativos al loci
K ={Ly,La,..., Ly} Y que se obtiene mediante la frecuencia alélica dadas en (16). Sin
embargo, en las normativas de algunos paises, como por ejemplo en Chile, se pide que la
exclusién ocurra en al menos dos locus para desechar una acusacion de paternidad. Luego,
como P(0) + P(1) es la probabilidad de que haya a lo més una exclusion, el complemento
1 —(P(0) + P(1)), denota la probabilidad de que haya al menos dos exclusiones, esto es
por (15) se tiene que

m m
1= (PO)+P1) =1—(J]&+D_[1=&) D (18)
=0 i=1 j £
Y es el valor dado (18) la probabilidad de exclusién que se detJ):considerar cuando se
quiere medir la potencia de la prueba mediante marcadores genéticos bajo la condicién de
que exista a lo menos dos exclusiones para desechar una acusacion.
Ahora si se quiere extender la exclusién a & marcadores, entonces la probabilidad de
exclusion es sencillamente 1 — S5 P(4).
En algunas legislaciones se excluye a una persona acusada con a lo menos tres mar-
cadores, entonces la probablidad de exclusion es

m m

1= (PO +PM+PE@) = 1-([[&+ Y-+ @9

j#i
Y- -¢n[Ie
i<j 1#£i
l#]

3. Conclusion

Por lo general se considera como potencia de la prueba en los marcadores genéticos a la ex-
presién dada en (17), no obstante que se descarta una presunta paternidad si hay exclusién
en a lo menos dos (y en algunos casos tres) marcadores genéticos. En consecuencia, la
correcta probabilidad de exclusién que se debe calcular es la dada en (18) o en (19), re-
spectivamente.
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