La distribucion Birnbaum Saunders

Abstract

Esta tesis revisita la distribucion Birnbaum Saunders (BS) , y para esto se sigue la
trayectoria clasica. En primer lugar se tiene una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas segiin una normal de pardmetros p y o2, y sobre la
suma finita de las primera n variables se construye la distribucion B.S. Con esto recor-
damos lo esencial de los parametros « y 3 que caracterizan a esta distribucion, esto es que
0 tiene unidades de tiempo (si estamos trabajando con tiempo de falla) y a es adimensional
e indica estimativamente, entre otras cosas, el coeficiente de variacion de una variable dis-
tribuida segun B.S. En segundo lugar, relajamos la normalidad y a la sucesion de variables
aleatorias las consideramos emanadas de una normal truncada en el intervalo real positivo,
y en esta ocasion, aplicamos el Teorema Central del Limite para de esta forma caer en la
distribucion B.S. El objetivo de utilizar la normal truncada positiva es simplemente asegu-
ramos, por las razones histdricas que asocian a esta distribucion en el crecimiento de una
”grieta” que producira el colapso, a que, efectivamente, la evolucion de esta grieta sea, por
lo menos, no decreciente (cuestion que podria ocurrir al considerar la distribucién normal).
Se comparan algunos resultados, fundamentalmente de la esperanza y la varianza, para am-
bos casos. En tercer lugar, se exige solamente que la sucesion de variables sean positivas,
e idénticamente distribuidas pero sin conocer la distribucion en particular, y para esto se
acude a la 7eoria de la Renovacion, que esta ciertamente ligada, por lo menos en su géne-
sis, a la distribucion B.S. Nuevamente comparamos algunos resultados interesantes, por
lo menos del punto de vista didactico, entre lo que nos entrega la Teoria de la Renovacion
y el tratamiento clasico de la B.S. En cuarto lugar, en lo que respecta a la estimacion de
los parametros 'y 3, presentamos una novedosa estimacion para 3 que estard, bajo ciertas
condiciones accesibles, muy proximo del estimador maximo verosimil, que en rigor es la
solucion de una ecuacion no - lineal y admite solucion numérica, y también estara proxima
del estimador asintdtico de 3. Finalmente realizamos algunos calculos con datos clasicos
en el uso de la BS, y también realizamos algunas simulaciones en la generacion de mues-
tras que provienen de una B.S, a fin de aplicar los resultados aqui propuestos. Dejamos
de manifiesto que no hemos atacado el problema de encontrar la distribucion asociada al
estimador que proponemos para /3.

Palabras claves: Distribucion Birnbaum Saunders, estimacion maximo verosimil, teoria
de renovacion, confiabilidad.
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Introduccion

Vamos a suponer que el colapso de un sistema se debe a que en el material que lo compone
se inicia una grieta, de tal manera que, debido a la tension o estrés o del propio uso del
sistema, la grieta empieza a propagarse hasta llegar a un determinado umbral donde se
genera el colapso. Bajo este supuesto, parece natural establecer los siguientes pasos del
proceso:

e Un material esta sujeto a ciclos de cargas o choques repetitivos, los cuales producen una
fisura o grieta.

e La intensidad de cargas impuestas en el material son las mismas de un ciclo a otro.

e La falla ocurre cuando el tamafio de la fisura o grieta del material sobrepasa cierto
umbral de resistencia.

Uno de los modelos que explica el tiempo de vida de un determinado sistema corre-
sponde a la distribucion Birnbaum Saunders (B S) , presentadas y tratadas en Freundenthal
y Shinozuka (1961), Birnbaum y Saunders (1969a y 1969b) y Desmond (1985). Esta dis-
tribucion modela ciertos fendmenos de falla de un sistema que por su uso en ciclos o tandas
alcanza un umbral que permite su colapso. La modelacion considera una sucesion finita de
variables aleatoria independientes e idénticamente distribuidas, de modo que la suma de es-
tas variables eventualmente superara cierto valor umbral que genera la falla. Utilizando el
teorema del limite central sobre esta suma de variables se encuentra la distribucion llamada
Birnbaum Saunders.

Birnbaum - Saunders (1969a) introduce la distribucion de tiempo de falla de dos paramet-
ros a y (3 cuya densidad esta dada por

—3/2
fly,a.8)=1—2~ y t5)

2aﬁ1/2
cont= 2 (\/% — %) , y>0,a>0,3>0 donde ¢(-) esladensidad N(0,1).

La distribucion Birnbaum Saunders es la distribucion de
2

2
Y =5 %v+ (%) +1 @)

(1) )

donde V.~ N(0,1), a >0, 8 > 0.Y esto se denota por Y ~ BS (o, 3).

Una derivacion general basada en un modelo biologico es dada por Desmond (1985).
Desmond (1986) investiga la relacion entre la distribucion Birnbaum- Saunders y la dis-
tribucion inversa Gaussiana. Otros trabajos en el modelo Birnbaum- Saunders lo han re-
alizado Chang and Tang (1993, 1994), Dupuis and Mills (1998) and Rieck (1995, 1999,
2003).

Birnbaum- Saunders (1969b) discute los estimadores de maxima verosimilitud y En-
gelhardt et al.(1981) obtiene las distribuciones asintoticas de los estimadores de maxima
verosimilitud. Ng et al.(2003) discute los estimadores de méxima verosimilitud y una modi-
ficacion en los estimadores de momentos y su distribucion asintdtica. Diaz- Garciay Leiva



- Sanchez (2005) utilizan la familia de distribuciones elipticas univariadas para extender
la distribucion Birnbaum- Saunders a una familia Birbaum Saunders generalizada (BSG)
y recientemente Vilca-Labra y Leiva-Sanchez (2006) utilizan una familia skew-simétrica
para extender la familia Birnbaum- Saunders Generalizada.

El presente trabajo esta dividido de la siguiente manera. En la Seccion 1 se muestra la
distribucion BS de manera clasica, generada por una sucesion de variables aleatorias idén-
ticamente distribuidas segun una distribucion normal. Creemos importante recordar esta
generacion toda vez que la distribucion BS depende de dos parametros, considerando que
si se admite el crecimento de la griecta mediante la densidad normal deberiamos encontrar
la estimacion de tres parametros (los dos parametros de la normal y el umbral de colapso
para la grieta); ademas en esta seccion repasamos las principales propiedades de la distribu-
cion BS. En la Secion 2 estudiamos la forma geométrica de la densidad B .S respecto de
sus parametros de manera de abonar terreno para la interpretacion de la skewness y kurto-
sis. En la Seccion 3, se considera una variable aleatoria 7' que sigue una distribucion B.S
obteniéndose una transformacion estocastica sobre 7' cuya distribucion serd normal estan-
dar, y de esta forma se pueden obtener numeros aleatorios para una B.S, y ademads obtener
con cierta facilidad los momentos de cualquier orden para 7. En la Seccion 4 se genera la
distribucion BS mediante una sucesion de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas segin una normal truncada en (0, c0). El propdsito de este modelo es
simplemente exigir que las variables que modelan el tamaiio de la grieta no decrezca, esto es
que sean variables no negativas. Es interesante esta exigencia toda vez que con los calculos
de la esperanza y la varianza para este nuevo modelo se obtienen resultados interesantes al
compararlos con la esperanza y varianza del modelo clasico. Estos resultados refuerzan la
Seccion 5, en que se considera el problema del colapso con ayuda de la Teoria de la Reno-
vacion. Se comparan las convergencias y divergencias, en la esperanza del tiempo de falla,
para el modelo tratado por la Teoria de la Renovacion con el modelo BS. En la Seccion
6 se estudian problemas de estimacion clasicos, con la novedad de presentar un estimador
proximo al estimador maximo verosimil, y cuyo calculo es sencillo y eventualmente su
distribucion asociada mas accesible de calcular. Finalmente en el apéndice A se realiza un
desarrollo exhaustivo para el calculo compacto de los momentos de una distribucion BS; y
en el apéndice B se presenta una serie de simulaciones para probar los resultados obtenidos
en este trabajo.

1. Generacion de la distribucion Birnbaum Saunders

Con los pasos que definen el proceso de falla, es tentador suponer que el tamafio o longitud
de la fisura o grieta en un ciclo cualquiera sigue una distribucion normal con media 'y
varianza o2, de manera que este tamafio o longitud es independiente en cada ciclo (lo cual
es un supuesto excesivamente fuerte). De esta manera si denotamos por X; el tamafio de
la fisura en el i—ésimo ciclo, entonces

X~ N(p,0?) ; i=1,2, .. (3)

indicando con esto, que cada X; sigue una distribucién normal de media j y varianza o2



Ahora bien, de esta manera, en algin ciclo, digamos n, el tamafio de la fisura acumulada
estard determinada por

Sp = in ~ N(np,no?) @)
i=1

donde S,,, como es natural, tendra una distribuciéon normal con media ny y varianza no?.
Entonces si suponemos que w es el valor umbral que al sobrepasar la fisura el sistema

colapsa, el principal interés es determinar el calculo de
Pr{S, > w}
que en virtud de (4) se tendra que
ny —w
Pr{S, =0
r{S, > w} < Jno ) %)

donde como es habitual ® () denota la distribucion acumulada de la distribucion normal
estandar. Por otro lado, puesto que queremos determinar el tiempo de falla del sistema, y
aun estamos en el caso discreto (ciclos), definamos la siguiente variable aleatoria,

T =min{n /S, > w} (6)

Para nada resulta complicado verificar que

Pr{T <n} = Pr{S, >w}:q><”‘\‘/ﬁaw) 7

Observemos, que la variable aleatoria T' depende funcionalmente del parametro w, sin

embargo podemos ahondar mas en esto. Si w fuese conocido el problema de predecir

el ciclo de falla deja de ser tal en virtud de (7), puesto que nos limitariamos a estimar

los parametros p y o del modelo dado en (3), y asi obtener las probabilidades de falla en

cualquier ciclo. Por lo tanto, suponiendo que w es un parametro desconocido se realiza una
sencilla reparametrizacion' sobre el argumento de la distribucién ® en (7). Notemos que

np—w A wp n w/p
= - ®)
Vno 1% w/p n
La igualdad dada en (8) es la viga maestra para la generacion de la distribucion Birn-
baum Saunders. En efecto, en virtud de las buenas propiedades topoldgicas en la recta real,

podemos pasar de los ciclos (tiempo discreto) a tiempo continuo positivo, simplemente
reemplazando n por ¢ en (7) y utilizando (8), esto es

A t w/p .
wren-s(Z () o0 o

Luego, haciendo

a= = (10)

w
I

a
ﬁvﬁ

1 Lo que se intenta hacer es bajarde tres parametros desconocidos a, virtualmente, dos parametros.
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volvemos a la ecuacion dada en (9), y obtenemos

Pr{Tgt}zcb<or1 (ﬁ—@)) ;6> 0 (11)

Decimos entonces que ”"una” variable aleatoria T que tenga la distribucion dada en (11)
con «, 5 > 0 tiene la distribucion Birnbaum Saunders . Casi todo lo que sabemos de la
distribucion B.S se inicia en (11), fundamentalmente donde aplicar este modelo, formas de
estimacion de los parametros a y 3, puesto que como veremos mas adelante las ecuaciones
para la méaxima verosimilitud no son sencillas de resolver, ni menos las distribuciones de los
estimadores, asi como extender nuevas generalizaciones basadas en esta distribucion. Por
ahora repasemos rapidamente las bondades de esta distribucion. Es casi inmediato estable-
cer que el parametro (3 es el parametro de escala. En efecto, veamos la siguiente proposicion

presentando antes la siguiente notacion BS(¢; a, 3) = @ (ofl <\/% - \/g) )

Proposicion 1. Si T ~ BS(t; «, 3) entonces a1 ~ BS(t; o, af3), con a > 0.

Demostracion.

Pr{aT<t}:Pr{T<£} ( <\/:—\/7>> BS(t:a,a) M

En rigor, todas las primeras buenas propiedades de esta distribucion se generan por las
buenas propiedades que tiene la densidad normal. Veamos otra buena propiedad de la inversa
de una variable Birnbaum Saunders.

Proposicién 2. Si T ~ BS(t;a, 3) entonces T—' ~ BS(t;a, 371).

o ()
(e

2. La densidad Birnbaum Saunders

Demostracion

pPr{T~' <t}

El calculo de la densidad es simplemente el calculo de la derivada de (11), esto es

a0(s) 4, ds
7 _(I)(S)dt (12)




donde
(-1
o'(s) =

b(s)
ds _ 1fJ 1 /B
a2 ( o?tf3 + a2t3>

donde como es habitual ¢ (-) es la densidad normal estdndar. Entonces reemplazando en

(12) nos queda
( V 27ra2ﬂt V 27ra2t3>

En la Figura 1 se trazan seis graficas manteniendo fijo el parametro o en 0.17, y ha-
ciendo variar 3 con los valores 101, 106, 111, 116, 121, 126. En verdad que no es casualidad
que estas densidades estén ”centradas” en 3, como se puede observar, puesto que 5 es la
mediana de estas densidades. En efecto, de la ecuacion (11) podemos ver que

Pr{T < 3} = ®(0) = 0.5. (14)
Veamos lo que ocurre con la densidad haciendo variar o manteniendo fijo el pardmetro
de escala 8. La Figura 2 de la pagina 8 nos esta indicando que el parametro « controla la

forma, y que toda vez que su valor es pequefio, seglin lo indican las graficas, se hace mas
simétrica, no obstante este efecto de simetria lo veremos mas adelante en la pagina 10

Y puesto que

2. ta,B>0 (13)

nl-*

3. Representacion estocastica de una variable Birnbaum
Saunders

Supongamos que tenemos una variable aleatoria T que sigue una distribucion Birnbaum
Saunders BS(t; o, 5). Si definimos la variable aleatoria

entonces esta variable S sigue una distribucion normal estandar, esto es S ~ N(0,1). En
efecto, la funcion de densidad de T estd dada por (13) luego la variable aleatoria definida
en (15) tiene como funcién de densidad, fg(s

Zn( F’+ﬁ 2)
27ra26t V 27ra2t3
donde s = a~ [\/j— \/7] y en consecuencia dt = <4 /4ﬂt \/ 17 ) Reem-

(15)

ds|™
dt
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Figure 1: Densidades Birbaum Saunders con parametro fijo « = 0.17, y parametros 3
variando como se indica.
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Figure 2: Densidades Birbaum Saunders manteniendo 3 = 100, y haciendo variar « seglin
se indica



plazando estas expresiones en la ecuacion anterior, obtenemos que
1 2
73 = g(s) (16)
V2T
donde efectivamente la densidad de .S, segun (15), tiene una densidad normal estandar.

Este resultado es fundamental para poder generar nimeros aleatorios obtenidos de una
distribucion BS(t; o, 3). En efecto, generamos valores aleatorios, s;, obtenidos de una dis-

tribucién normal estandar, luego calculando la inversa de la funcién s = ! [\/% — \/g] ,

que es

1

fs(s) = \/12_7re_ﬁ(%+'§—2) _

2

t=3 %H (%s)2+1 (17)

obtenemos los niimeros aleatorios t;, que se ajustan a la distribucion BS(¢; «, 3).
Este resultado lo resumimos en la siguiente proposicion,

Proposicion 3. Si S ~ N (0, 1) entonces
2

T-3 %S+ (%S)2+1 ~ BS(t;a, §) (18)

A menudo es frecuente definir la distribucion Birnbaum Saunders de una variable aleato-
ria si ella admite la representacion estocastica dada en (18). En cualquier caso, esta repre-
sentacion resulta fundamental para encontrar la funcion generatriz de los momentos de una
variable Birnbaum Saunders, puesto que el calculo de las integrales descansara en las bue-
nas propiedades de las potencias pares de una cierta transformacion de una variable que se
distribuye normal estandar. En efecto, de (18) tenemos que los momentos, ., r =1,2,...,
estan dados por

[oe}

n=Er =[5

— 00

2r

2
%s—i— (% s) +1| o(s)ds (19)

Estos momentos son sencillos de computar, en virtud de las propiedades de la expresion
en el integrando. A continuacion entregamos los momentos ., conr = 1, .., 5, donde con
alguna maniobra algebraica se puede establecer una forma mas compacta (lo veremos en
el Apéndice A),

p o= g (a® +2) (20)
ﬁ2

me = o (3a" +40” +2)
63

ny o= o (1505 4 18a* + 9a* + 2)
ﬁ4

py = = (105" +120a° + 60a* + 1607 + 2)



5
s = 7 (9450 +10500% + 5250 + 150a" + 250 +2)

Asi, entonces, la varianza de la variable T" esta dada por,

VIT =y~ ()” = (@B)2(1 + Ja?)

3.1 Kurtosis y skewness

Con el calculo de los momentos anteriores de una distribucion B.S podemos revisitar estos
conceptos y ver sus implicancias en esta clase de distribucion.

Kurtosis escrita al espafiol libremente como curtosis, con el agregado de que no existe
esta palabra en el lenguaje espafiol, es una medida de lo ”picudo ”(concentrada entorno a
la media) de la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria de numero real. En
la actualidad existen dos versiones muy utilizadas en la medicion de este grado de picudo.
Una es la curtosis propiamente tal y que se denota por 3, (Abramowitz and Stegun 1972, p.
928) o por a4 (Kenney and Keeping 1951, p. 27; Kenney and Keeping 1961, pp. 99-102)
y definida como

By = oy = 4 @1)

(15)
donde, en general para cualquier densidad f(x) y esperanza y; = [y f(x) dx, pi)., con

soporte en S, denota el r-momento central, esto es

o= [ =) fo)da
s
La otra definicion de curtosis, llamada ”exceso de curtosis ” (Kenney and Keeping 1951,
p. 27) denotada por v, (Abramowitz and Stegun 1972, p. 928) esta definida por

7, =t -3 (22)
(15)

La expresion (22) es utilizada en virtud de que el exceso de curtosis de una densidad
normal es v, = 0 (de modo que la curtosis a secas de la densidad normal es 3, = 3),
indicando con esto que la joroba de una densidad normal no tiene exceso (es una agudez
“media” y es entonces que se utiliza el término mesocurtosis, meso = medio; en griego). De
esta manera, considerando a la densidad normal como punto de referencia, si una densidad
tiene exceso de curtosis y, > 0 significa que su ”pico” es muy agudo o fino (leptocurtosis,
lepto = delgado, fino; nuevamente del griego); y si v, < 0 significa que es muy plano
(platicurtosis, plati = plano; otra vez del griego)

Observemos que el denominador en (21) es la varianza, y ademas el momento central j
en funcion de los momentos esta dado por

Jy = —3py + 603 g — Apuy pig + pug
Entonces podemos calcular la curtosis de la densidad Birnbaum Saunders de parametros «

y 5,

10



3(211a* + 12002 + 16)
By, B) = By(a) = (502 + 4)2
En primer lugar eso ocurre en general con dos parametros de escala de las distribuciones
donde la curtosis es independiente de 3, y es asintoticamente estable cuando o — oo, en
efecto

(23)

lim By(a) = 62—353 =25.32
Para las distribuciones B.S(0.2,100) y BS(1.2,150) obtenemos las siguientes curtosis
respectivamente

85(0.2,100) = B,(0.2) ~ 3.595
8,(1.2,150) = B,(1.2) ~ 14.979

Por otro lado, el coeficiente de asimetria, v,, que mide el grado de asimetria de una
densidad, esta dado por

‘

py 2} = 3pypy + pg

(1)*? (=)

Y1 =

Para una densidad BS(a, 3) podemos calcular el coeficiente de asimetria usando (20), y
obtenemos ( ) )
da (11a” 4+ 6

Y1l B) =1 (a) = a1 12
De esta forma, el coeficiente de asimetria no depende de 3. No resulta complicado demostrar
lo siguiente,

445

oeli—»moo ’71(0() = 2—5 ~ 3.9355 y ali—>moo ’71(04) =0

4. La distribucion Birnbaum Saunders generada por una
normal truncada

En la Seccion 1 generamos la distribucion Birnbaum Saunders mediante una serie de vari-
ables independientes e idénticamente distribuidas segiin una normal de media ;¢ y varianza
2. No obstante, no exigiendo normalidad pero manteniendo la independencia y exigiendo
solamente que las variables X; admitan esperanza y varianza comunes, esto es
EXi|=p; V[Xi]=0";i=1,..

y haciendo S,, = Y1, X, podemos llegar a la distribucion BS mediante la aplicacion
del Zeorema del Limite Central, puesto que las variables (S, — nu)/y/no convergeran en
distribucion a una variable normal estandar, y entonces ocurrira (5) de la Seccion 1.

Sin embargo, en estricto rigor puede ocurrir que la sucesion {S, } no sea estrictamente
creciente, es decir que con probabilidad no nula puede ocurrir que para algiin ng se tenga
que Sy, > Sn,+1, €s decir el tamafio de la fisura decrece en el ciclo ng + 1. Para evitar
este inconveniente exigiremos que las variables { X;} sean no negativas.

11



Vamos a suponer que estas variables no negativas independientes se distribuyen idénti-
camente segiin una densidad normal truncada, esto es

XZ‘Nl P! (H) ¢<u) 12 >0, i=1,..; g0 >0 (24)
1% 1% 1%

donde, como siempre, ¢ y ¢ denotan la densidad y distribucion acumulativa normal estan-
dar, respectivamente. De modo que la funcion de distribucion de X; es

Pr{X; <a;} = o (g) <<I> (%) —® (—5)) (25)

A objeto de generar la distribucion B S para esta sucesion de variables independientes
no negativas recordaremos la esperanza y varianza de una variable aleatoria que tenga la
densidad dada en (24).

Proposicién 4. Si X ~ L [® ("g)]_l ¢ (=) con i, o > 0 entonces
¢ (5)
E[X]= <

o

+

Demostracion. Tenemos que

sl = L)) [ (54 a

0
S @ [ e
—u/o

I
LS
VS
SHRS
SN—
|
N
=
=
s
2
<
_|_
Q
<
=
s
2
<

—p/o —p/o
= [2(5)) (e (5) e (5)
¢ (5
- g

Nota 1. La funcion de riesgo de una distribucion normal estandar; conocida como la razon
inversa de Mills?, estd dada por

__#la)
—1_7(1)(0/), —o0o<a<o0

luego si hacemos a = “=£ nos queda que
[eg

A<:v—u)_ )

o _1_@(96_—11)

o

Aa)

1—9(t)
o(t) -

2 Larazon de Mills esti dada por
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en particular si x = 0,

b(=E)  p(x
Mog) = 1_Ep(_)ﬁ) = @Eﬂ)) (26)

o

de tal forma que
E[X]=M+M(—§>=u* (27)
La funcién A (—"g)tiene las siguientes propiedades

V2 e s

. my N
Jim ) (—;> - [erf (s?) - 1] ~ 0.2876 (28)
i (2) o

facilmente verificable por calculo directo. De tal forma que obtenemos lo siguiente,

Proposicién 5. Si X ~ % [® (ﬁ)]_l ¢ (%=£) con 0 < o < p entonces

o

< E[X] < 1.2876 1

Demostracion. El resultado es inmediato de (28) y (29)H

Nota 2. En particular la proposicion anterior nos dice que para p fijo (positivo) E [X]
como funcion de o es creciente en el intervalo (i, o). Y en particulay para o = 0.2 p
entonces E [X] = 1.000000297 p,, en virtud de (26). De otra forma, para o < 0.1y la
esperanza de X es, en esencia, |1 > [i,.

Proposicién 6. Si X ~ L [® (£)] ' (=£)con p1, 0 > 0 entonces

o

E[X?] =0 4 1 + poX (—g)

Demostracién. Por integracion casi directa con el cambio de variable y = *=£, se tiene
(o)
1 -1
E[X?] = = z?p
o

que
) dx
0

- ) / o

—u/o

I ATAN e I 2 2

= ()] | [ swarme [ vswast [ owa
— /o —p/o —plo

2 (5)] e (5) +anre (5) 4ot (2 (5) - 50 (4))]

(%) 0
_ 2 .2 o) _ 2., 2 _B
= o°+u +,ua(1)(%)—0 +p +/w/\( U)I
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En consecuencia la varianza de X es

VIX] = 02-1—,u2+,uax\<—§)—(u+ax\(—§))2 (30)
2

- e () () ] -

2

Como antes, si o < 0.1, se tiene que o2 ~ o2 puesto que A(—10) ~ 0. Los restantes

momentos se pueden obtener mediante la funcion generadora de momentos,

Proposicién7. Si X ~ 1 [ (£)] ) (%£)con y, o > 0 entonces la funcion generadora
de momentos, M (t), esta dada por

) (“g +Ut)
(%)

o

M(t) = er @0/

Demostracion. Inmediata por integracion directa ll

. ., . . . 1 ._
Sitenemos una sucesion de variables independientes X; ~ £ [® (£)] " ¢ (2£) ;2 >

0, i =1,...; p,0 >0, con esperanza y varianza dadas en (27) y (30), entonces

n
Sn _ ZX@ Dzstm_b)uczon N(n /L*,n(f,%)
i=1
en virtud del Teorema del Limite Central. Y en consecuencia, si volvemos a definir la
variable T como en (6), esto es T = min{n / S, > w}, y pasando a tiempo continuo se
tendra que para esta variable su distribucion es

_p [ VO t w/m |
Pr{Tgt}_cb( - (Jw/ﬂ*—\/ ; )),t>0

Haciendo una reparametrizacion como en (10)
Oy w

Mo

generamos una variable T' con distribucion BS(t, a., 8,.).

Hemos obtenido una variable Birnbaum Saunders generada por una sucecion de vari-
ables independientes idénticamente distribuidas segin una normal truncada en el soporte
(0, 00), esto es nos aseguramos que sean positivas.

G

ay =

5. La Distribucion Birnbaum Saunders y la teoria de la
renovacion
La convergencia en distribucion de la sucesion de variables S,, = > | X;, ya sea que las

X, provengan de una normal o una normal truncada, genera, como hemos visto una dis-
tribucion BS(t, o, 3) o BS(t, u, 8,), respectivamente, mediante la aplicacion del Teo-

14



rema del Limite Central a la variable T = min{n / S, > w}, consiguiendo con esto
refundir el parametro "umbral” w en los otros dos parametros. En esta seccion vamos a
trabajar directamente con la variable aleatoria discreta 7', y compararemos los resultados
en media y varianza con los de la distribucion Birnbaum Saunders.

Sea {X;};" una sucesion de variables positivas, independientes ¢ idénticamente dis-
tribuidas, esto es Pr{X; <z} = F(z); k=1,2,..., definamos

So=0; Sp=>) X,
i=1
y ademas

To(x) =minqn / ZXi > (32)
i=1

Es decir si Ty(z) = mg entonces Y . X; >z y Yo X; >x = mg<p.
Ahora bien, hagamos Pr {S;, < a2} = Fj(x), es claro que
k
Pr{Ty(z) >k}:Pr{ZX¢§x} = Pr{Sy <z} = Fi(x) (33)
i=1
y en consecuencia
Pr{To(z) = k} = Pr{To(z) > k} = Pr{To(z) > k + 1} = Fi(z) — Fys1(2)

Con lo anterior podemos obtener una formula para la esperanza de Tp(z),

gk

Proposicion 8. F [Ty(x)] = > Fi

k=1

Demostracion.

E[To()]

i EPr{To(x) =k}
k=1

Pr{To(z) > k}

(& I[]e

Pr{S, <uz}

g1

1
= F. 1
k=1

Nota 3. E [To(z)] = R(x) es llamada la funcion de renovacion.

La distribucion Fj, puede ser obtenida de acuerdo con la formula de convolucion para

15



Sk = X1 + - - - Xy, mediante
T
Fula) = [ Bisa=9) dF() (34)
0

Como podemos observar, el calculo de las funciones de distribucion F(x) no es sencillo
puesto que su solucion obedece a una ecuacion integral, sin embargo utilizaremos mas ade-
lante una solucion aproximada. De momento, sigamos recogiendo resultados de la teoria
de la renovacion.

Proposicién 9. Sea Ty(x) como en (32), con X; ~ * [® (%)]_1 ¢ (EHE) i >0, 1=
1,...; p,0 > 0 entonces
B[Ty(x)] | 1

lim = = —
R Y FA
Demostracion. Es casi inmediata. En efecto, de la teoria de la renovacion es sabido, ver
por ejemplo Karlin (1975), que
. R(x) 1
1 pu—
T i>moo T E[X4]

y puesto que E [X1] = pu+ A (—£) o se tiene el resultado W

Nota 4. Este resultado nos dice que para un x suficientemente grande, entonces

ETy(z)] = Mﬁ = i

Proposicion 10. Si X; ~ L [® (£)] 7 ¢ (Z£) ;a; >0, i = 1,..; g, 0 > 0 entonces

o

. To(x) —@/p,
Ili)mooPr {OT\/T/AL; < a} = ®(a)

donde 1, y 02 definidos como en (27) y (30), respectivamente.

Demostracion. La prueba consiste en aplicar el 7eorema del Limite Central a la sucesion
S, = Y X, y utilizar la equivalencia Pr {Ty(z) > n} = Pr{S,, < z}. En efecto, puesto
i=1

que E [S,] = npu, y V [S,] = no? se tiene que
1 P =
n oo r{ /N ~ /N } ( T/n

Pr{S, >z}

por otro lado
Pr{Ty(z) <n}

. {To(ﬂf)—x/u* - n—x/u*}
Vaoi/ud o\ wod/ud

- (N <)
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Ahora bien, si para un «a fijo hacemos
. np,—x
lim P
—
 — 00 O« \/ﬁ

=a

concluimos que
Jdim Pr{S, >a} = mli_)m@() Pr{To(z) <n}=@(a) @
xr — o0
Nota 5. Laproposicion anterior nos dice que para un x suficientemente grande V [Ty (x)] =
27,3
T/ -

Vamos a comparar estos resultados con la esperanza y la varianza de una variable aleato-
riaT ~ BS(t, a., 3,), t > 0, donde los parametros a, y (3, estan dados segun (31), donde
w = x. Observemos el siguiente cuadro resumen

To(z) ~ Fy(x) — Fre1(x) discreta | T ~ BS(t, ., 5,) continua
2 2
E [Ty(z)] ~ £ E[T)=8,(1+%)=%+1%
o 20e _ 0L _ 2 5.2\ _ @ 92 | 504
V(o) ~ 25 =% V[T] = (.B8,)(14 5ad) = 22 4+ 2%

Tabla 1
Observemos que en la columna izquierda de esta tabla tenemos una aproximacion de la es-
peranzay la varianza para la variable discreta Ty (), para un x suficientemente grande, toda
vez que no conocemos las distribuciones Fj, no obstante si p, es mucho mayor que o, es
evidente que la aproximacion es “buena” respecto de la Birnbaum Saunders. Podemos
eliminar la expresion ”z suficientemente grande” para el célculo de E [Tp(z)] mediante
otra aproximacion para cualquier valor de x positivo.

k
En efecto, de la ecuacion integral dada en (34) donde Fi(x) = Pr { X< a:} con
i=1

Xi~ 2 [®(4)] ) (£=£)se puede estimar E [To ()], ver Seyda (1985), mediante

o o

A T Y 2,
E[To(z)] =R () = — — Fe(x) + / [1 = Fe(x — 2)] [f(z) + %ie((z))

] dz (35)

donde f(z) y F(z) son las funciones de densidad y distribucion de la normal truncada
seglin (24) y (25), respectivamente, esto es

CERORES
o= o () (%) 0 (0)

x

y ademas
Fu(s) = — / (1- F(2))d

T

De modo que con la expresion dada en (35) podemos calcular aproximadamente la funcion
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A
de renovacion R (z) ~ E [Ty(x)]. Observemos los resultados de la Tabla 2.

Pardmetros (x,p,0) | Sevda ]/~\2 (x) | Renovacion | BS o+ %Z—z
(6,3,0.8) 1.63097 1.9998 2.0225
(16,3,0.8) 4.8683 5.3328 5.3552
(20,3,0.8) 6.2015 6.6660 6.6887
(25,3,0.8) 7.8680 8.3325 8.3552
(35,3,0.8) 11.2010 11.6655 11.6882

(100, 3,0.8) 32.3301 33.3302 33.3529

(100, 3,0.5) 32.3301 33.3313 33.3348

(100, 3,1) 32.8656 33.3294 33.3848

(100, 3, 5) 32.8654 33.3137 67.9805

(200, 3,2) 66.1958 66.6509 67.5385
Tabla 2

Y como era de esperar, las aproximaciones se rompen cuando o > p (observemos la pentl-
tima fila de la Tabla 2).

6. Estimacion de los parametros de una distribucion
Birnbaum Saunders mediante maxima verosimilitud

SeaT ~ BS(t,«, 3), y supongamos que tenemos una muestra aleatoria independiente de
tamafio n, digamos t = (¢1,...,t,). La funcién de versosimitud para esta muestra esta

dada por

T (L 1 6 Lt B
st 0= [T (3 (o ) oo e (5 +2-2)))

Luego la funcion log verosimilitud es

In L(a, B5t) = ) —nln(ap) + iln (837 + 5% 7)
1=1

1
nln
(2\/27r

Como es clasico para encontrar los valores maximos para In L(a, §; t) derivamos respecto
de cada variable e igualamos a cero. Primero respecto de «,

OlnL(a,Bit) _ n in i, B
fole} N _a+a3;<ﬂ+ti 2)




a o« I} H
donde .
2t 11
Alt) = i=1 . < 4
(t) == - Z r (36)

son media aritmética y media armonica, respectivamente, y resaltando que estan en funcion
de la muestra t. Ahora resolviendo la ecuacion %{f’—ﬁtl = 0, obtenemos la relacion
AW B
g H(t)
Por otro lado la derivada de In L(«, 5;t) respecto de /3, con alguna manipulacion alge-
braica levemente tediosa es,

OlnlLa,fit)  n n(l 2 no(Al) 1
9B ﬁ+2<6+H(ﬁ+t)>+2a2<ﬂ2 H(t)) G%)

donde, con cierto abuso de notacién 5+t = (5 + t1,...,0 + t,,), 0 mas explicitamente

(H(3+t)) 1:—25“

Ahora si reemplazamos en (38) la expresion para o® obtenida en (37) y haciendo Mg/}ﬂl =
0, nos queda

—2=a? (37)

5%+ H(t) (A(t) + H(B +t)) - B(2H(t) + H(5 +1t)) =0 (39)
De tal modo que si obtenemos una solucion para 3 en la ecuacion (39), obtenemos una
solucion para o mediante la ecuacion (37). Definamos

9(8) = B+ H(t) (A(t) + H(B+t)) - BQH(t) + HB+t)  (40)

que es una funcion continua. Necesitaremos el siguiente lema,
Lema 11 Para g(3) definido en (40) se satisface que g(A(t)) < 0y g(H(t)) >0
Demostracion. Recordemos que la media armoénica satisface lo siguiente H (5 + t) >
B+ H(t)y A(t) > H(t) para 3 > 0y t >0, Jentonces

g(A(t)) = A(t)”+ H(t) (A(t) + H(A(t) +t) — A(t) (2H (t) + H(A(t) + t))
A(t)? + H(t) (A(t) + A(A(t) +t)) — A(t) (2H(t) + A(t) + H(t))
A(t)? + 3H(t)A(t) — 3H(t)A(t) — A(t)> =0
en la Gltima igualdad se aplico A(c+ t) = ¢+ A(t). Para determinar el signo de g [H (t)]
tenemos

AN

g(H(t)) = H(t)” +H(t)(At) + H(H(t) +t)) — H(t) (2H(t) + H(H(t) + t))
> H(t) + H(t) (H(t) + H(H(t) +t)) — H(t) (2H(t) + H(H(t) +t)
= H)*+HE)? +HO)H(H(t) +t) —2H(t)? — HA)H(H(t) +t) =0

3 Seentiende que t = (t1,...,tn) >0&¢t; >0;i=1,..n
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con lo que el lema queda demostrado Ml

De este modo el lema anterior nos asegura que existe una raiz para g(3) en el intervalo

A
[H(t), A(t)]. Luego el estimador maximo verosimil S€ [H (t), A(t)] se obtiene por méto-
dos numéricos para la resolucion de g(3) = 0 toda vez que la funcion g(3) es no lineal. Y

, . . A ,
asi se obtiene el estimador «, que sera

A AW B
a= g +H(t) 2 (41)

Tal vez sea necesario indicar que la cantidad subradical es mayor o igual a cero, en efecto

Alt) B A() | H()

5 A = Aw T EE) P
y que ademas
g(At)) = [A(®)] — A(t)H(t) + H(A(t) + t)(H(t) — A(t) (42)
g(H(t)) = —[H®)] +A(t)H(t)

El objetivo principal de esta seccidn es encontrar una solucion aproximada para g(5) =
0 de modo que sea analiticamente tratable. Fijemos nuestra atencion en la funcion g(3)
con 8 € [H(t), A(t)]. La derivada de esta funcion es
dg(3) (H(B+1t))
——==—-Hp@+t)+(B-H®)) |2 — ———5
A M T (EEE
teniendo presente la siguiente notacion (3 +t)? = ((3+ t1)%,..., (8 + t,)?) es sencillo
verificar que

(43)

(H(B + 1))
H(Frv)?) = (44)

Por otro lado podemos observar que si ocurriese que A(t) < 3H(t) entonces ¢'(5) < 0.
En efecto, por (43) se tiene que
g'(8) —H(@B+t)+2(8-H(1))

—B—H(t)+ 28— 2H(t)

B—3H(t) <0

y de este modo, nos aseguramos que todas las pendientes de las rectas tangentes a la curva
g(B) en el intervalo [H(t),3H (t)] son negativas, de modo que si ocurriese que A(t) <
3H (t) entonces las pendientes ¢'(3) < 0 en el intervalo [H (t), A(t)].

ININAINA

En particular, las derivadas en los valores extremos son
g'(H(t)) —H(H(t) +t)

g(A®t)) = —H(A(t)+t)+ (A(t) - H(t)) [2 -
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Nota 6. Notemos que las pendientes de las rectas tangentes a la funcion g(3) en los puntos
extremos del intervalo [H (t), A(t)] tienen una diferencia absoluta de

lg'(H (t)) — g'(A(t))] =

= |-H(H(t)+t)+ H(A(t)+t)— (At) — H(¢)) l? —

< [H(A(Y) +t) — H(H(t) +t) — A(t) + H(t)|

Por otro lado, la pendiente m de la recta que pasa por los puntos (H (t),g(H(t))) y
(A(t), g(A(t))), esta dada por

_ 9(A®t)) — g(H(t))

Al —H () =—H(A(t) +t)+A(t) — H(t) (45)
Realizando la diferencia entre (43) y (45), obtenemos las siguientes cotas
dg(B)

—H(A(t)+t)+2 H(t) < —m < —H(H(t)+t)+ H(A(t)+t)+ (A(t) — H(t))

(46)

g

donde se utilizo la desigualdad en (44) para obtener este resultado.
Observemos que la recta que pasa por los puntos (H, g(H(t)) y (A, g(A(t))), que es

= (o= aw) LT o) )

~

y laraiz de (47), que la denotaremos por 3, es
~_ g(AR))H(t) — g(H(t)) At)

= 48
P= T g(A) — oA ) “
al reemplazar adecuadamente en (48) los valores de (42) se obtiene
~ H(t)H(A(t) +t)
= TA®) 1 0) + HE) — Aft) “49)

Tenemos la siguiente proposicion

~ AN
Proposicion 12. Si A(t) < 3H (t) entonces H (t) << < A(t)

Demostracion. La funcion g(3) es estrictamente decreciente en el intervalo [H (t), 3H (t)]
A ~

en virtud de (43), y puesto que g(3) = 0 solo basta verificar que g(3) > 0. En efecto,

~2 ~

o) = B +H®) (A(t) L H( +t>) y <2H<t> L H( +t>)
— B AHWAR) + HOH 16— §2H()- (H(E +t>)

~2 ~

3 +H(t)A(t) + H(3 +t) (H(t)— %) _ B 2H(t)
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> 3 +H(t)A(t)+(§ +H<t>>

VR

H(t)- E) Gan)

H(t)H(A(t) +t) ]
H(A(t) +t) + H(t) — A(t)

+ HA(E) + ) (A(t) - H(t))
Ft)+ H(t) — At)

+ (A() + H(t))(A() — H(t)))
H(A(t) +t) + H(t) — At)

> H(t) =0

la primera desigualdad ocurre porque H (% +t) z% +H(t), y la segunda desigualdad
porque H(A(t) +t) > A(t)+ H(t)
En Birnbaum Saunders (1969) se reporta que el estimador asintético de (3 esta dado por
~ A
Bo = /A(t)H(t). El problema es ;son proximos los valores de 3y 5? Larespuesta es no

~ A
siempre. En virtud de (46) la proximidad de 8y (3 dependera de la diferencia A(t) — H(t).

6.1 Condiciones para que [ sea un estimador aproximado al
A

estimador maximo verosimil 3
De (36) y considerando t = (t1,...,t,) > Oy t~! = (¢7',...,¢, '), notemos que
(A(t_l))_1 = H(t), y ademas sea
t =max {t,...,ta} ;™ =min{t1,...,t,}
tenemos el siguiente lema,

Lema 13 Parat = (¢1,...,¢,) >0

A(t) — (A1) <@ — ¢ (50)
Demostracion. Tenemos que
St > (D)
A(t) i=1 S i=1 _ t(l)
n n
Por otro lado
1=l 11 1
AT = = — <= —_— = —
nit T net n)  tn)
1= 1=



en consecuencia .
At) — (A7) <t -V m

Consideremos ahora la desviacion estindarde t = (t1,...,t,),estoes S(t) = A(t?)—
(A(t))?, entonces acudiremos al siguiente lema cuya demostracion se encuentra en Wolkow-
icz y Styan (1980),

Lema 14 Para t = (¢q,...,%,) > 0 se tiene que

t < A@t) +vn —18(t) (51)
Tenemos la siguiente proposicion
Proposicion 15. Para t = (t,...,t,) > 0, se cumple

A(t) — H(t) <+v/n—18(t)
Demostracion. Por (51) tenemos que

t) — At (1) _¢()
S(t) > ©)
vn—1 vn—1

t® ) </ T S(t)

y por (50) se cumple la proposicion ll

en consecuencia

Nota 7. De esta forma la diferencia entre la media aritmética y la media armonica de una
muestra positiva de tamario n estara siempre acotada por un multiplo de la desviacion

estandar; y esto hecho nos entregara una medida de la proximidad entre los valores de 3y
A

G.
Haciendo exigencias sobre la desviacion estandar de la muestra podemos encontrar una
cota deseada para A(t) — H(t). En efecto, se tiene que
d
Jn—1

Ahora bien, la pregunta que surge es ;cual es el valor adecuado para d?

S(t) <

= A(t) - H(t) < d

Nota 8. Calcularemos el coeficiente de variacion de una variable T que se distribuye
segiin BS(t; o, 3), y este es

VT] aBy /(14 2a2)  2ay/(1+ 2a2)
E[T] — B@z+2)  (a?+2)

coeficiente de variacion que depende solamente del parametro «, de ahi que lo denotemos
por c(a). Este coeficiente de variacion tiene la siguiente propiedad ficil de verificar

CV(T) =

= c(a)

0 < cla)<Vb;a>0
cla) = a;0<a<l
Puesto que \/V [T] = S [T] = c(a)E [T, el pardmetro o nos indica cuando la desviacién
estandar de T supera a la esperanza de T, y esto ocurre para los valores o > 1. De modo
que si tenemos una muestra aleatoria t = (t1,...,t,) > O independiente obtenida de
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una distribucion BS(t; v, 3) de tal forma que la desviacion estdandar de la muestra, esto
es S(t), tiene un valor aproximado, por ejemplo, al 20% del valor del promedio muestral
A(t), es decir S(t) = 0.2 A(t), entonces un buen estimador de « (sea o no el estimador
maximo verosimil) debera entregar un resultado cercano a 0.2.

De momento sabemos que el verdadero valor de o para que la desviacion estandar no
supere a la media debe ser menor que 1, y por otro lado el estimador maximo verosimil de
[ debe estar entre A(t) y H(t), y en consecuencia se debe satisfacer la igualdad dada en
(41), de modo que

A®) B w2
//6\—"_%_2_&

supongamos por un momento que A(t) y H (t) estan muy proximos, de modo que si reem-
AN

plazamos 3 por A(t) tenemos la siguiente aproximacion*

AR) Al) AR a2

—_— —_ = - — ~

A(t)  H(t) H(t)
es decir

y puesto que

se tiene que
(S(t))*H(t)
Alt) - H(t) » —=———+
(A2 o .
Los célculos presentados en esta subseccion lo consolidaremos en el siguiente clasico
ejemplo de datos obtenidos en Birbaum Saunders (1969), y que se describen en la Tabla 3.

70 90 96 97 99 100 103 104 104 105
107 108 108 108 109 109 112 112 113 114
114 114 116 119 120 120 120 121 121 123
124 124 124 124 124 128 128 129 129 130
130 130 131 131 131 131 131 132 132 132
133 134 134 134 134 134 136 136 137 138
138 138 139 139 141 141 142 142 142 142
142 142 144 144 145 146 148 148 149 151
151 152 155 156 157 157 157 157 158 159
162 163 163 164 166 166 168 170 174 196
212
Tabla3

De acuerdo a la tabla anterior, entregamos los siguientes resultados

A
4 Observemos que llegamos a la misma aproximacion si reemplazamos 3 por H (t).
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Aw) | He) [Aw -HE) | s@) | §4 | CEEEW

133,73 | 129,933 3,799 22,356 | 0,1671 3,617

~

/\ ~
3 a 3 a
131.82 | 0.1704 | 131,818 | 0,17038

donde « es el valor obtenido al reemplazarg en (41), esto es

~

ne |A®) B
=\ tEw 2 (52)

Podemos observar que, practicamente, no hay diferencia entre los estimadores maximo
verosimiles y los propuestos en este trabajo.

En el Anexo B presentamos una serie de simulaciones obtenidos al generar 200 ntimeros
aleatorios, s;, de una normal estdndar, donde a cada uno de estos nimeros le aplicamos la
transformacion, segun (17), para obtener los niumero positivos ¢;, esto es
2

2
tizﬁ %Si-f— (%Si) +1

con parametros prefijados o y 3. De este modo estimaremos los parametros segtin (49) y
(52) y los compararemos con los estimadores asintoticos y los verdaderos valores.
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Appendix A. Los momentos de una Birnbaum Saunders

Enlapagina 9, seccion 3, establecimos en la ecuacion (19) los momentos y,. de una variable
T ~ BS(t;a, 3). Veremos ahora una forma compacta para el calculo de estos momentos.
Considerando el factor integrante del lado derecho de (19) sin considerar el término 3"
haremos la expansion del binomio de Newton, esto es

e (BT w
(e (G

Jjpar

S5+ (5 )2+1
9 ° 2 °

7=0
2r ) J
2r a \2r—7J a 2
> ()6 (VG )

Fijaremos algunos detalles en la primera sumatoria de los términos pares y cuando j = 0.
Notemos que

SE)ETET) e
CEE)(E) (@)
- x0)(E)) Z)6E
- ER(E) )6

Observemos que en esta sumatoria los exponentes involucrados son pares.
Por otro lado, haremos un desarrollo tedioso para la suma de los términos impares en

(A-1), este es
2 2r a \2r—J a \? ’
> ()6 (G ) =
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- mif(ﬁil)(i;)(gs)“‘”-l

7J=1h=0
Y en esta sumatoria los exponentes involucrados son impares.
Ahora necesitamos recordar las siguientes propiedades de la densidad normal estandar:

/ Vas?+1 (as)™ ¢(s)ds = 0 ; param impar, a > 0 (A-4)

/ skp(s)ds = (k—1)Il'; parak par
— 00
donde en el segundo caso la notacion corresponde al doble factorial, esto es

2-4---n sinespar

nll=<¢ 1-3---n sinesimpar
1sin=-1,0
Una propiedad interesante del doble factorial, y que aqui utilizaremos, es la siguiente
(2n)!
= 22s -
2n -1l = ol (A-5)

Estamos en condiciones de entregar el principal resultado de este apéndice.

Teorema 16. Si T ~ BS(t; a, 3) entonces

" 5226( g;’ ) ( i ) (%)2““(210—21:—1)!!

j=0 k=0

rys () ()6

=0 k=0

Demostracién. Aplicando esperanza a la variable aleatoria 7', en su representacion es-
tocastica dada en (19), pag.9, y utilizando (A-1), (A-2) y (A-3) se tiene que las unicas
integrales no nulas corresponden a las potencias pares en virtud de (A-4), luego se aplica
la propiedad del doble factorial en (A-5) y se tiene el resultado. l
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Appendix B. Simulacion

En lo que sigue se generan 200 numeros aleatorios provenientes de una normal estandar,
digamos s;, y a cada uno de estos niimeros alestorios se aplica la transformacion dada en
(17), para obtener los numero posiitivos ¢;, esto es

2
a a 2
ti=p g8t (5 Si) +1
con determinados 'y ( prefijados, obtenemos las siguientes resultados
8 =100

« 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
A(t) 100,490 101,2204 102,1921 103,4068 104,8669
H(t) 100,252 100,2664 100,0442 99,5899 98,9112

d 0,23803 0,95395 2,14797 3,81695 5,95464
S(t) 4,90046 9,86046 14,9177 20,10854 25,4678
cv 0,048766 0,09742 0,145976803 0,19446 0,242861

c 0,23841 0,95151 2,13186 3,76598 5,83392

B 100,3710601 | 100,7422757 | 101,1124053 | 101,4801524 | 101,8441152

o 0,048712599 | 0,097425116 | 0,146137467 | 0,194849562 | 0,243561312
Boo | 100,3710602 | 100,7422818 | 101,1124612 | 101,4804253 | 101,8450526
Qoo | 0,048712599 | 0,097425116 | 0,146137467 | 0,194849562 | 0,243561312

— _ . _S5®). . _ (S®)’HE)
d=A(t) - H(t); CV = 335 c = “4m
8 =100

@ 0.3 0.9 1.5 2.0 3
A(t) 104,550 140,315 210,856 296,1494 539,276
H{(t) 95,5202 70,006 45,425 31,795 17,1024

d 9,02980 70,3085 165,430 264,354 522,174
S(t) 31,7627 130,1589 303,1925 510,553 1100,9601
cv 0,303804 0,92762 1,43792 1,72397 2,04155

c 8,816201 60,239 93,921 94,4978 71,2816

B 99,9288411 | 98,05613062 | 90,17167369 | 79,13714241 | 55,56912038

o 0,303971243 | 0,911942905 | 1,524281951 | 2,056986658 | 3,309653431
Boo | 99,93316758 | 99,11067376 | 97,86810985 | 97,03676397 | 96,03601324
Qoo | 0,303971239 [ 0,911854079 | 1,519530853 | 2,025798548 | 3,038208433

- _ . _ S(t). . (S@)ZH(t)
d=A(t) - H(t); CV = 3: c = 5 my
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8 =20

« 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
A(t) 20,025 20,1001 20,228 20,405 20,633
H{(t) 19,974 19,896 19,768 19,592 19,3697

d 0,0513 0,20479 0,4593 0,813 1,2628
S(t) 1,01395 2,03156 3,0637 4,1212 5,2142
cv 0,05063 0,10106 0,15146 0,20197 0,25271 (B-3)

E 0,05121 0,203238 0,45350 0,7992 1,23708

B 19,99928606 | 19,99829857 | 19,99675927 | 19,99437615 | 19,99083125

o 0,050661989 [ 0,101323967 | 0,151985918 | 0,202647814 | 0,253309609

Boo 19,99928613 | 19,9983011 | 19,99678079 | 19,99447563 | 19,99115864
Qo 0,050661989 [ 0,101323967 | 0,151985918 | 0,202647814 | 0,253309609

d=A(t) — H(t); CV = 54 o = CLLHD

i(t)’ (A
8 =20

o 0.3 0.9 1.5 2 3
A(t) 20,910 28,063 42,171 59,23 107,855
H(t) 19,1040 14,001 9,085 6,359 3,4205

d 1,806 14,0617 33,0861 52,8708 104,435
S(t) 6,3525 26,0318 60,6385 102,110 220,192
cv 0,30380 0,9276 1,4379 1,72397 2,04155 (B-4)

¢ 1,76324 12,0478 18,784 18,899 14,2563

B 19,98576822 | 19,61122612 | 18,03433474 | 15,82742848 | 11,11382408

o 0,303971243 | 0,911942905 | 1,524281951 | 2,056986658 | 3,309653431
Boo | 19,98663352 | 19,82213475 | 19,57362197 | 19,40735279 | 19,20720265
Qoo | 0,303971239 | 0,911854079 | 1,519530853 | 2,025798548 | 3,038208433

S(t S(t)?H(t
d=A(t) - H(t); CV = 58}, ¢ = BTN

Los siguientes datos fueron generados aleatoriamente segun (17) y reportados en Sanchez
(2002) mediante los parametros que se indican,
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82.60 88.78 92.59 96.40 97.42 100.72 100.94 101.10 103.13
104.83 104.99 105.97 106.23 106.76 107.60 107.85 109.35 110.45
110.66 111.34 112.05 112.13 112.49 113.98 114.43 116.31 116.82
116.95 116.96 117.23 117.37 117.42 118.23 118.52 119.40 121.21
121.37  123.05 123.20 124.18 124.22 125.02 125.74 127.13 127.85
129.49 129.69 130.05 130.07 131.16 131.33 132.13 132.50 132.65
132.95 133.75 136.37 136.76 136.79 137.04 137.18 137.76 138.45 (B'S)
138.67 139.79 141.34 142.30 144.46 145.18 147.87 148.32 149.11
149.50 149.97  150.46 150.67  151.45 151.72 152.55 152.86 153.21
153.58 155.02 156.17  157.78 158.13 158.44 159.78 165.28 166.21
167.84 170.07 170.90 170.98 174.12 174.91 187.15 189.55 198.94

201.07
o =0.170385; /= 131.819

A
Los estimadores maximo verosimil son a= 0.182288 y = 131.170. Ahora bien, para este

mismo grupo de datos los estimadores B y B son 131,164846 y 131, 164930 respectiva-
mente.

7. Conclusiones

Es claro que este modelo tiene su génesis en la Teoria de la Renovacion, y puesto que el
resultado de la esperanza del colapso, esto es la funcidn de renovacion R(z) = E [To(x)],
es casi trivial toda vez que se conozcan los parametros p y o provenientes de la sucesion de
variables aleatorias que modelan el tamafio de la grieta a través del tiempo, se hace necesaria
la presentacion de la distribucion Birnbaum Saunders, de tal modo de permitir solamente
la estimacion de dos parametros. Por otro lado, el estimador propuesto para /3 en este trabajo
es analiticamente mas tratable, con las condiciones exigidas aqui, por supuesto. Quedando

abierto el trabajo de encontrar una forma compacta para la distribucion del estimador 5.

Finalmente, aunque no ha sido declarada en forma explicita en la presente tesis, la ex-
igencia de no negatividad en la sucesion de variables que modelan problemas de colapso
producidas por el crecimiento de una grieta, puede ser obviada para otro tipo de fenémeno.
En efecto, para problemas de crecimiento del combustible producido por la hojarasca de
grandes bosques, cuya renovacion se produce por el incendio natural al llegar a un um-
bral determinado, entendiendo que por problemas de erosion o intervencion humana pueda
ocurrir un decrecimiento en el nivel de hojarasca, y de este modo no es exigible que las
variables, que esta vez modelarian el nivel de volumen de hojarasca, necesariamente deben
ser no negativas. De esta forma, pensamos que la distribucion BS estaria en condiciones
de modelar los incendios naturales de los bosques.
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