
La distribución Birnbaum Saunders

Abstract

Esta tesis revisita la distribución Birnbaum Saunders ( ) , y para esto se sigue la

trayectoria clásica. En primer lugar se tiene una sucesión de variables aleatorias indepen-

dientes e idénticamente distribuidas según una normal de parámetros y , y sobre la

suma finita de las primera variables se construye la distribución Con esto recor-

damos lo esencial de los parámetros y que caracterizan a esta distribución, esto es que

tiene unidades de tiempo (si estamos trabajando con tiempo de falla) y es adimensional

e indica estimativamente, entre otras cosas, el coeficiente de variación de una variable dis-

tribuida según . En segundo lugar, relajamos la normalidad y a la sucesión de variables

aleatorias las consideramos emanadas de una normal truncada en el intervalo real positivo,

y en esta ocasión, aplicamos el Teorema Central del Límite para de esta forma caer en la

distribución . El objetivo de utilizar la normal truncada positiva es simplemente asegu-

ramos, por las razones históricas que asocian a esta distribución en el crecimiento de una

’’grieta’’ que producirá el colapso, a que, efectivamente, la evolución de esta grieta sea, por

lo menos, no decreciente (cuestión que podría ocurrir al considerar la distribución normal).

Se comparan algunos resultados, fundamentalmente de la esperanza y la varianza, para am-

bos casos. En tercer lugar, se exige solamente que la sucesión de variables sean positivas,

e idénticamente distribuidas pero sin conocer la distribución en particular, y para esto se

acude a la Teoría de la Renovación, que está ciertamente ligada, por lo menos en su géne-

sis, a la distribución . Nuevamente comparamos algunos resultados interesantes, por

lo menos del punto de vista didáctico, entre lo que nos entrega la Teoría de la Renovación

y el tratamiento clásico de la . En cuarto lugar, en lo que respecta a la estimación de

los parámetros y , presentamos una novedosa estimación para que estará, bajo ciertas

condiciones accesibles, muy próximo del estimador máximo verosímil, que en rigor es la

solución de una ecuación no - lineal y admite solución numérica, y también estará próxima

del estimador asintótico de . Finalmente realizamos algunos cálculos con datos clásicos

en el uso de la , y también realizamos algunas simulaciones en la generación de mues-

tras que provienen de una , a fin de aplicar los resultados aquí propuestos. Dejamos

de manifiesto que no hemos atacado el problema de encontrar la distribución asociada al

estimador que proponemos para .

Palabras claves: Distribución Birnbaum Saunders, estimación máximo verosímil, teoría

de renovación, confiabilidad.

Esta Tesis fue financiada integramente por el Proyecto 1333-2007 de la Dirección
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Introducción

Vamos a suponer que el colapso de un sistema se debe a que en el material que lo compone

se inicia una grieta, de tal manera que, debido a la tensión o estrés o del propio uso del

sistema, la grieta empieza a propagarse hasta llegar a un determinado umbral donde se

genera el colapso. Bajo este supuesto, parece natural establecer los siguientes pasos del

proceso:

Un material está sujeto a ciclos de cargas o choques repetitivos, los cuales producen una

fisura o grieta.

La intensidad de cargas impuestas en el material son las mismas de un ciclo a otro.

La falla ocurre cuando el tamaño de la fisura o grieta del material sobrepasa cierto

umbral de resistencia.

Uno de los modelos que explica el tiempo de vida de un determinado sistema corre-

sponde a la distribución Birnbaum Saunders (B S) , presentadas y tratadas en Freundenthal

y Shinozuka (1961), Birnbaum y Saunders (1969a y 1969b) y Desmond (1985). Esta dis-

tribución modela ciertos fenómenos de falla de un sistema que por su uso en ciclos o tandas

alcanza un umbral que permite su colapso. La modelación considera una sucesión finita de

variables aleatoria independientes e idénticamente distribuidas, de modo que la suma de es-

tas variables eventualmente superará cierto valor umbral que genera la falla. Utilizando el

teorema del límite central sobre esta suma de variables se encuentra la distribución llamada

Birnbaum Saunders.

Birnbaum - Saunders (1969a) introduce la distribución de tiempo de falla de dos parámet-

ros cuya densidad esta dada por

(1)

con donde es la densidad N(0,1).

La distribución Birnbaum Saunders es la distribución de

(2)

donde Y esto se denota por

Una derivación general basada en un modelo biologico es dada por Desmond (1985).

Desmond (1986) investiga la relación entre la distribución Birnbaum- Saunders y la dis-

tribución inversa Gaussiana. Otros trabajos en el modelo Birnbaum- Saunders lo han re-

alizado Chang and Tang (1993, 1994), Dupuis and Mills (1998) and Rieck (1995, 1999,

2003).

Birnbaum- Saunders (1969b) discute los estimadores de máxima verosimilitud y En-

gelhardt et al.(1981) obtiene las distribuciones asintóticas de los estimadores de máxima

verosimilitud. Ng et al.(2003) discute los estimadores demáxima verosimilitud y unamodi-

ficación en los estimadores de momentos y su distribución asintótica. Diaz- García y Leiva
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- Sánchez (2005) utilizan la familia de distribuciones elípticas univariadas para extender

la distribución Birnbaum- Saunders a una familia Birbaum Saunders generalizada (BSG)

y recientemente Vilca-Labra y Leiva-Sánchez (2006) utilizan una familia skew-simétrica

para extender la familia Birnbaum- Saunders Generalizada.

El presente trabajo está dividido de la siguiente manera. En la Sección 1 se muestra la

distribución de manera clásica, generada por una sucesión de variables aleatorias idén-

ticamente distribuidas según una distribución normal. Creemos importante recordar esta

generación toda vez que la distribución depende de dos parámetros, considerando que

si se admite el crecimento de la grieta mediante la densidad normal deberíamos encontrar

la estimación de tres parámetros (los dos parámetros de la normal y el umbral de colapso

para la grieta); además en esta sección repasamos las principales propiedades de la distribu-

ción . En la Seción 2 estudiamos la forma geométrica de la densidad respecto de

sus parámetros de manera de abonar terreno para la interpretación de la skewness y kurto-

sis. En la Sección 3, se considera una variable aleatoria que sigue una distribución

obteniéndose una transformación estocástica sobre cuya distribución será normal están-

dar, y de esta forma se pueden obtener números aleatorios para una , y además obtener

con cierta facilidad los momentos de cualquier orden para . En la Sección 4 se genera la

distribución mediante una sucesión de variables aleatorias independientes e idéntica-

mente distribuidas según una normal truncada en . El propósito de este modelo es

simplemente exigir que las variables que modelan el tamaño de la grieta no decrezca, esto es

que sean variables no negativas. Es interesante esta exigencia toda vez que con los cálculos

de la esperanza y la varianza para este nuevo modelo se obtienen resultados interesantes al

compararlos con la esperanza y varianza del modelo clásico. Estos resultados refuerzan la

Sección 5, en que se considera el problema del colapso con ayuda de la Teoría de la Reno-

vación. Se comparan las convergencias y divergencias, en la esperanza del tiempo de falla,

para el modelo tratado por la Teoría de la Renovación con el modelo . En la Sección

6 se estudian problemas de estimación clásicos, con la novedad de presentar un estimador

próximo al estimador máximo verosímil, y cuyo cálculo es sencillo y eventualmente su

distribución asociada más accesible de calcular. Finalmente en el apéndice A se realiza un

desarrollo exhaustivo para el cálculo compacto de los momentos de una distribución ; y

en el apéndice B se presenta una serie de simulaciones para probar los resultados obtenidos

en este trabajo.

1. Generación de la distribución Birnbaum Saunders

Con los pasos que definen el proceso de falla, es tentador suponer que el tamaño o longitud

de la fisura o grieta en un ciclo cualquiera sigue una distribución normal con media y

varianza , de manera que este tamaño o longitud es independiente en cada ciclo (lo cual

es un supuesto excesivamente fuerte). De esta manera si denotamos por el tamaño de

la fisura en el ésimo ciclo, entonces

(3)

indicando con esto, que cada sigue una distribución normal de media y varianza .
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Ahora bien, de esta manera, en algún ciclo, digamos , el tamaño de la fisura acumulada

estará determinada por

(4)

donde , como es natural, tendrá una distribución normal con media y varianza .

Entonces si suponemos que es el valor umbral que al sobrepasar la fisura el sistema

colapsa, el principal interés es determinar el cálculo de

que en virtud de (4) se tendrá que

(5)

donde como es habitual denota la distribución acumulada de la distribución normal

estándar. Por otro lado, puesto que queremos determinar el tiempo de falla del sistema, y

aún estamos en el caso discreto (ciclos), definamos la siguiente variable aleatoria,

(6)

Para nada resulta complicado verificar que

(7)

Observemos, que la variable aleatoria depende funcionalmente del parámetro , sin

embargo podemos ahondar más en esto. Si fuese conocido el problema de predecir

el ciclo de falla deja de ser tal en virtud de (7), puesto que nos limitaríamos a estimar

los parámetros y del modelo dado en (3), y así obtener las probabilidades de falla en

cualquier ciclo. Por lo tanto, suponiendo que es un parámetro desconocido se realiza una

sencilla reparametrización1 sobre el argumento de la distribución en (7). Notemos que

(8)

La igualdad dada en (8) es la viga maestra para la generación de la distribución Birn-

baum Saunders. En efecto, en virtud de las buenas propiedades topológicas en la recta real,

podemos pasar de los ciclos (tiempo discreto) a tiempo continuo positivo, simplemente

reemplazando por en (7) y utilizando (8), esto es

(9)

Luego, haciendo

(10)

Lo que se intenta hacer es bajarde tres parámetros desconocidos a, virtualmente, dos parámetros.
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volvemos a la ecuación dada en (9), y obtenemos

(11)

Decimos entonces que ’’una’’ variable aleatoria que tenga la distribución dada en (11)

con tiene la distribución Birnbaum Saunders . Casi todo lo que sabemos de la

distribución se inicia en (11), fundamentalmente donde aplicar este modelo, formas de

estimación de los parámetros y , puesto que como veremos más adelante las ecuaciones

para la máxima verosimilitud no son sencillas de resolver, ni menos las distribuciones de los

estimadores, así como extender nuevas generalizaciones basadas en esta distribución. Por

ahora repasemos rápidamente las bondades de esta distribución. Es casi inmediato estable-

cer que el parámetro es el parámetro de escala. En efecto, veamos la siguiente proposición

presentando antes la siguiente notación .

Proposición 1. Si entonces , con .

Demostración.

En rigor, todas las primeras buenas propiedades de esta distribución se generan por las

buenas propiedades que tiene la densidad normal.Veamos otra buena propiedad de la inversa

de una variable Birnbaum Saunders.

Proposición 2. Si entonces

Demostración

2. La densidad Birnbaum Saunders

El cálculo de la densidad es simplemente el cálculo de la derivada de (11), esto es

(12)
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donde

Y puesto que

donde como es habitual es la densidad normal estándar. Entonces reemplazando en

(12) nos queda

(13)

En la Figura 1 se trazan seis gráficas manteniendo fijo el parámetro en 0.17, y ha-

ciendo variar con los valores 101, 106, 111, 116, 121, 126. En verdad que no es casualidad

que estas densidades estén ’’centradas’’ en , como se puede observar, puesto que es la

mediana de estas densidades. En efecto, de la ecuación (11) podemos ver que

(14)

Veamos lo que ocurre con la densidad haciendo variar manteniendo fijo el parámetro

de escala . La Figura 2 de la página 8 nos está indicando que el parámetro controla la

forma, y que toda vez que su valor es pequeño, según lo indican las gráficas, se hace más

simétrica, no obstante este efecto de simetría lo veremos más adelante en la página 10

3. Representación estocástica de una variable Birnbaum

Saunders

Supongamos que tenemos una variable aleatoria que sigue una distribución Birnbaum

Saunders . Si definimos la variable aleatoria

(15)

entonces esta variable sigue una distribución normal estándar, esto es . En

efecto, la función de densidad de está dada por (13), luego la variable aleatoria definida

en (15) tiene como función de densidad, a:

donde , y en consecuencia . Reem-
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Figure 1: Densidades Birbaum Saunders con parámetro fijo , y parámetros

variando como se indica.
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Figure 2: Densidades Birbaum Saunders manteniendo , y haciendo variar según

se indica
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plazando estas expresiones en la ecuación anterior, obtenemos que

(16)

donde efectivamente la densidad de , según (15), tiene una densidad normal estándar.

Este resultado es fundamental para poder generar números aleatorios obtenidos de una

distribución En efecto, generamos valores aleatorios, , obtenidos de una dis-

tribución normal estándar, luego calculando la inversa de la función ,

que es

(17)

obtenemos los números aleatorios , que se ajustan a la distribución .

Este resultado lo resumimos en la siguiente proposición,

Proposición 3. Si entonces

(18)

Amenudo es frecuente definir la distribución Birnbaum Saunders de una variable aleato-

ria si ella admite la representación estocástica dada en (18). En cualquier caso, esta repre-

sentación resulta fundamental para encontrar la función generatriz de los momentos de una

variable Birnbaum Saunders, puesto que el cálculo de las integrales descansará en las bue-

nas propiedades de las potencias pares de una cierta transformación de una variable que se

distribuye normal estándar. En efecto, de (18) tenemos que los momentos, ,

están dados por

(19)

Estos momentos son sencillos de computar, en virtud de las propiedades de la expresión

en el integrando. A continuación entregamos los momentos , con , donde con

alguna maniobra algebraica se puede establecer una forma más compacta (lo veremos en

el Apéndice A),

(20)
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Así, entonces, la varianza de la variable está dada por,

3.1 Kurtosis y skewness

Con el cálculo de los momentos anteriores de una distribución podemos revisitar estos

conceptos y ver sus implicancias en esta clase de distribución.

Kurtosis escrita al español libremente como curtosis, con el agregado de que no existe

esta palabra en el lenguaje español, es una medida de lo ’’picudo ’’(concentrada entorno a

la media) de la distribución de probabilidad de una variable aleatoria de número real. En

la actualidad existen dos versiones muy utilizadas en la medición de este grado de picudo.

Una es la curtosis propiamente tal y que se denota por (Abramowitz and Stegun 1972, p.

928) o por (Kenney and Keeping 1951, p. 27; Kenney and Keeping 1961, pp. 99-102)

y definida como

(21)

donde, en general para cualquier densidad y esperanza , , con

soporte en , denota el -momento central, esto es

La otra definición de curtosis, llamada ’’exceso de curtosis ’’ (Kenney and Keeping 1951,

p. 27) denotada por (Abramowitz and Stegun 1972, p. 928) está definida por

(22)

La expresión (22) es utilizada en virtud de que el exceso de curtosis de una densidad

normal es (de modo que la curtosis a secas de la densidad normal es ),

indicando con esto que la joroba de una densidad normal no tiene exceso (es una agudez

’’media’’ y es entonces que se utiliza el términomesocurtosis, meso = medio; en griego). De

esta manera, considerando a la densidad normal como punto de referencia, si una densidad

tiene exceso de curtosis significa que su ’’pico’’ es muy agudo o fino (leptocurtosis,

lepto = delgado, fino; nuevamente del griego); y si significa que es muy plano

(platicurtosis, plati = plano; otra vez del griego)

Observemos que el denominador en (21) es la varianza, y además el momento central

en función de los momentos está dado por

Entonces podemos calcular la curtosis de la densidad Birnbaum Saunders de parámetros

y ,
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(23)

En primer lugar eso ocurre en general con dos parámetros de escala de las distribuciones

donde la curtosis es independiente de , y es asintóticamente estable cuando , en

efecto

Para las distribuciones y obtenemos las siguientes curtosis

respectivamente

Por otro lado, el coeficiente de asimetría, , que mide el grado de asimetría de una

densidad, está dado por

Para una densidad podemos calcular el coeficiente de asimetría usando (20), y

obtenemos

De esta forma, el coeficiente de asimetría no depende de . No resulta complicado demostrar

lo siguiente,

4. La distribución Birnbaum Saunders generada por una

normal truncada

En la Sección 1 generamos la distribución Birnbaum Saunders mediante una serie de vari-

ables independientes e idénticamente distribuidas según una normal de media y varianza

. No obstante, no exigiendo normalidad pero manteniendo la independencia y exigiendo

solamente que las variables admitan esperanza y varianza comunes, esto es

y haciendo , podemos llegar a la distribución mediante la aplicación

del Teorema del Límite Central, puesto que las variables ( convergerán en

distribución a una variable normal estándar, y entonces ocurrirá (5) de la Sección 1.

Sin embargo, en estricto rigor puede ocurrir que la sucesión no sea estrictamente

creciente, es decir que con probabilidad no nula puede ocurrir que para algún se tenga

que , es decir el tamaño de la fisura decrece en el ciclo . Para evitar

este inconveniente exigiremos que las variables sean no negativas.
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Vamos a suponer que estas variables no negativas independientes se distribuyen idénti-

camente según una densidad normal truncada, esto es

(24)

donde, como siempre, y denotan la densidad y distribución acumulativa normal están-

dar, respectivamente. De modo que la función de distribución de es

(25)

A objeto de generar la distribución para esta sucesión de variables independientes

no negativas recordaremos la esperanza y varianza de una variable aleatoria que tenga la

densidad dada en (24).

Proposición 4. Si con entonces

Demostración. Tenemos que

Nota 1. La función de riesgo de una distribución normal estándar, conocida como la razón

inversa de Mills2, está dada por

luego si hacemos nos queda que

La razón de Mills está dada por
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en particular si ,

(26)

de tal forma que

(27)

La función tiene las siguientes propiedades

(28)

(29)

facilmente verificable por cálculo directo. De tal forma que obtenemos lo siguiente,

Proposición 5. Si con entonces

Demostración. El resultado es inmediato de (28) y (29)

Nota 2. En particular la proposición anterior nos dice que para fijo (positivo)

como función de es creciente en el intervalo . Y en particular, para

entonces , en virtud de (26). De otra forma, para la

esperanza de es, en esencia, .

Proposición 6. Si con entonces

Demostración. Por integración casi directa con el cambio de variable , se tiene

que
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En consecuencia la varianza de es

(30)

Como antes, si , se tiene que puesto que . Los restantes

momentos se pueden obtener mediante la función generadora de momentos,

Proposición 7. Si con entonces la función generadora

de momentos, , está dada por

Demostración. Inmediata por integración directa

Si tenemos una sucesión de variables independientes

, con esperanza y varianza dadas en (27) y (30), entonces

en virtud del Teorema del Límite Central. Y en consecuencia, si volvemos a definir la

variable como en (6), esto es , y pasando a tiempo continuo se

tendrá que para esta variable su distribución es

Haciendo una reparametrización como en (10)

(31)

generamos una variable con distribución .

Hemos obtenido una variable Birnbaum Saunders generada por una suceción de vari-

ables independientes idénticamente distribuidas según una normal truncada en el soporte

, esto es nos aseguramos que sean positivas.

5. La Distribución Birnbaum Saunders y la teoría de la

renovación

La convergencia en distribución de la sucesión de variables , ya sea que las

provengan de una normal o una normal truncada, genera, como hemos visto una dis-

tribución o , respectivamente, mediante la aplicación del Teo-
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rema del Límite Central a la variable , consiguiendo con esto

refundir el parámetro ’’umbral’’ en los otros dos parámetros. En esta sección vamos a

trabajar directamente con la variable aleatoria discreta , y compararemos los resultados

en media y varianza con los de la distribución Birnbaum Saunders.

Sea una sucesión de variables positivas, independientes e idénticamente dis-

tribuidas, esto es , definamos

y además

(32)

Es decir si entonces y .

Ahora bien, hagamos , es claro que

(33)

y en consecuencia

Con lo anterior podemos obtener una fórmula para la esperanza de ,

Proposición 8.

Demostración.

Nota 3. es llamada la función de renovación.

La distribución puede ser obtenida de acuerdo con la fórmula de convolución para
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, mediante

(34)

Como podemos observar, el cálculo de las funciones de distribución no es sencillo

puesto que su solución obedece a una ecuación integral, sin embargo utilizaremos más ade-

lante una solución aproximada. De momento, sigamos recogiendo resultados de la teoría

de la renovación.

Proposición 9. Sea como en (32), con

entonces

Demostración. Es casi inmediata. En efecto, de la teoría de la renovación es sabido, ver

por ejemplo Karlin (1975), que

y puesto que se tiene el resultado

Nota 4. Este resultado nos dice que para un suficientemente grande, entonces

Proposición 10. Si entonces

donde y definidos como en (27) y (30), respectivamente.

Demostración. La prueba consiste en aplicar el Teorema del Límite Central a la sucesión

y utilizar la equivalencia . En efecto, puesto

que y se tiene que

por otro lado
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Ahora bien, si para un fijo hacemos

concluimos que

Nota 5. La proposición anterior nos dice que para un suficientemente grande

Vamos a comparar estos resultados con la esperanza y la varianza de una variable aleato-

ria donde los parámetros y están dados según (31), donde

. Observemos el siguiente cuadro resumen

discreta continua

Observemos que en la columna izquierda de esta tabla tenemos una aproximación de la es-

peranza y la varianza para la variable discreta , para un suficientemente grande, toda

vez que no conocemos las distribuciones , no obstante si es mucho mayor que es

evidente que la aproximación es ’’buena’’ respecto de la Birnbaum Saunders. Podemos

eliminar la expresión ’’ suficientemente grande’’ para el cálculo de mediante

otra aproximación para cualquier valor de positivo.

En efecto, de la ecuación integral dada en (34) donde con

se puede estimar , ver Şeyda (1985), mediante

(35)

donde y son las funciones de densidad y distribución de la normal truncada

según (24) y (25), respectivamente, esto es

y además

De modo que con la expresión dada en (35) podemos calcular aproximadamente la función
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de renovación . Observemos los resultados de la Tabla 2.

Parámetros Şeyda Renovación B-S

Y como era de esperar, las aproximaciones se rompen cuando (observemos la penúl-

tima fila de la Tabla 2 ).

6. Estimación de los parámetros de una distribución

Birnbaum Saunders mediante máxima verosimilitud

Sea , y supongamos que tenemos una muestra aleatoria independiente de

tamaño , digamos . La función de versosimitud para esta muestra está

dada por

Luego la función log verosimilitud es

Como es clásico para encontrar los valores máximos para derivamos respecto

de cada variable e igualamos a cero. Primero respecto de ,
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donde

(36)

son media aritmética y media armónica, respectivamente, y resaltando que están en función

de la muestra . Ahora resolviendo la ecuación , obtenemos la relación

(37)

Por otro lado la derivada de respecto de , con alguna manipulación alge-

braica levemente tediosa es,

(38)

donde, con cierto abuso de notación , o más explícitamente

Ahora si reemplazamos en (38) la expresión para obtenida en (37) y haciendo

, nos queda

(39)

De tal modo que si obtenemos una solución para en la ecuación (39), obtenemos una

solución para mediante la ecuación (37). Definamos

(40)

que es una función continua. Necesitaremos el siguiente lema,

Lema 11 Para definido en (40) se satisface que y

Demostración. Recordemos que la media armónica satisface lo siguiente

y para y , 3entonces

en la última igualdad se aplicó . Para determinar el signo de

tenemos

Se entiende que
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con lo que el lema queda demostrado

De este modo el lema anterior nos asegura que existe una raíz para en el intervalo

. Luego el estimador máximo verosímil se obtiene por méto-

dos numéricos para la resolución de toda vez que la función es no lineal. Y

así se obtiene el estimador , que será

(41)

Tal vez sea necesario indicar que la cantidad subradical es mayor o igual a cero, en efecto

y que además

(42)

El objetivo principal de esta sección es encontrar una solución aproximada para

de modo que sea analíticamente tratable. Fijemos nuestra atención en la función

con . La derivada de esta función es

(43)

teniendo presente la siguiente notación es sencillo

verificar que

(44)

Por otro lado podemos observar que si ocurriese que entonces .

En efecto, por (43) se tiene que

y de este modo, nos aseguramos que todas las pendientes de las rectas tangentes a la curva

en el intervalo son negativas, de modo que si ocurriese que

entonces las pendientes en el intervalo .

En particular, las derivadas en los valores extremos son

20



Nota 6. Notemos que las pendientes de las rectas tangentes a la función en los puntos

extremos del intervalo tienen una diferencia absoluta de

Por otro lado, la pendiente de la recta que pasa por los puntos y

, está dada por

(45)

Realizando la diferencia entre (43) y (45), obtenemos las siguientes cotas

(46)

donde se utilizó la desigualdad en (44) para obtener este resultado.

Observemos que la recta que pasa por los puntos y , que es

(47)

y la raíz de (47), que la denotaremos por , es

(48)

al reemplazar adecuadamente en (48) los valores de (42) se obtiene

(49)

Tenemos la siguiente proposición

Proposición 12. Si entonces

Demostración. La función es estrictamente decreciente en el intervalo

en virtud de (43), y puesto que solo basta verificar que . En efecto,
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la primera desigualdad ocurre porque , y la segunda desigualdad

porque

En Birnbaum Saunders (1969) se reporta que el estimador asintótico de está dado por

. El problema es ¿son próximos los valores de y ? La respuesta es no

siempre. En virtud de (46) la proximidad de y dependerá de la diferencia

6.1 Condiciones para que sea un estimador aproximado al

estimador máximo verosímil

De (36) y considerando y , notemos que

, y ademas sea

;

tenemos el siguiente lema,

Lema 13 Para

(50)

Demostración. Tenemos que

Por otro lado

22



en consecuencia

Consideremos ahora la desviación estándar de , esto es

, entonces acudiremos al siguiente lema cuya demostración se encuentra enWolkow-

icz y Styan (1980),

Lema 14 Para se tiene que

(51)

Tenemos la siguiente proposición

Proposición 15. Para , se cumple

Demostración. Por (51) tenemos que

en consecuencia

y por (50) se cumple la proposición

Nota 7. De esta forma la diferencia entre la media aritmética y la media armónica de una

muestra positiva de tamaño estará siempre acotada por un múltiplo de la desviación

estándar, y esto hecho nos entregará una medida de la proximidad entre los valores de y

.

Haciendo exigencias sobre la desviación estándar de la muestra podemos encontrar una

cota deseada para . En efecto, se tiene que

Ahora bien, la pregunta que surge es ¿cuál es el valor adecuado para ?

Nota 8. Calcularemos el coeficiente de variación de una variable que se distribuye

según , y este es

coeficiente de variación que depende solamente del parámetro , de ahí que lo denotemos

por . Este coeficiente de variación tiene la siguiente propiedad fácil de verificar

Puesto que , el parámetro nos indica cuando la desviación

estándar de supera a la esperanza de , y esto ocurre para los valores . De modo

que si tenemos una muestra aleatoria independiente obtenida de
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una distribución de tal forma que la desviación estándar de la muestra, esto

es , tiene un valor aproximado, por ejemplo, al del valor del promedio muestral

, es decir , entonces un buen estimador de (sea o no el estimador

máximo verosímil) deberá entregar un resultado cercano a .

De momento sabemos que el verdadero valor de para que la desviación estándar no

supere a la media debe ser menor que , y por otro lado el estimador máximo verosímil de

debe estar entre y , y en consecuencia se debe satisfacer la igualdad dada en

(41), de modo que

supongamos por un momento que y están muy próximos, de modo que si reem-

plazamos por tenemos la siguiente aproximación4

es decir

y puesto que

se tiene que

Los cálculos presentados en esta subsección lo consolidaremos en el siguiente clásico

ejemplo de datos obtenidos en Birbaum Saunders (1969), y que se describen en la Tabla 3.

De acuerdo a la tabla anterior, entregamos los siguientes resultados

Observemos que llegamos a la misma aproximación si reemplazamos por
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donde es el valor obtenido al reemplazar en (41), esto es

(52)

Podemos observar que, prácticamente, no hay diferencia entre los estimadores máximo

verosímiles y los propuestos en este trabajo.

En el Anexo B presentamos una serie de simulaciones obtenidos al generar 200 números

aleatorios, , de una normal estándar, donde a cada uno de estos números le aplicamos la

transformación, según (17), para obtener los número positivos , esto es

con parámetros prefijados y . De este modo estimaremos los parámetros según (49) y

(52) y los compararemos con los estimadores asintóticos y los verdaderos valores.
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Appendix A. Los momentos de una Birnbaum Saunders

En la página 9, sección 3, establecimos en la ecuación (19) los momentos de una variable

. Veremos ahora una forma compacta para el cálculo de estos momentos.

Considerando el factor integrante del lado derecho de (19) sin considerar el término

haremos la expansión del binomio de Newton, esto es

(A-1)

Fijaremos algunos detalles en la primera sumatoria de los términos pares y cuando .

Notemos que

(A-2)

Observemos que en esta sumatoria los exponentes involucrados son pares.

Por otro lado, haremos un desarrollo tedioso para la suma de los términos impares en

(A-1), este es

(A-3)
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Y en esta sumatoria los exponentes involucrados son impares.

Ahora necesitamos recordar las siguientes propiedades de la densidad normal estándar:

para impar, (A-4)

para par

donde en el segundo caso la notación corresponde al doble factorial, esto es

si es par

si es impar

si

Una propiedad interesante del doble factorial, y que aquí utilizaremos, es la siguiente

(A-5)

Estamos en condiciones de entregar el principal resultado de este apéndice.

Teorema 16. Si entonces

Demostración. Aplicando esperanza a la variable aleatoria , en su representación es-

tocástica dada en (19), pag.9, y utilizando (A-1), (A-2) y (A-3) se tiene que las únicas

integrales no nulas corresponden a las potencias pares en virtud de (A-4), luego se aplica

la propiedad del doble factorial en (A-5) y se tiene el resultado.

27



Appendix B. Simulación

En lo que sigue se generan 200 números aleatorios provenientes de una normal estándar,

digamos , y a cada uno de estos números alestorios se aplica la transformación dada en

(17), para obtener los número posiitivos , esto es

con determinados y prefijados, obtenemos las siguientes resultados

(B-1)

(B-2)
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(B-3)

(B-4)

Los siguientes datos fueron generados aleatoriamente según (17) y reportados en Sanchez

(2002) mediante los parámetros que se indican,
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(B-5)

Los estimadores máximo verosímil son y . Ahora bien, para este

mismo grupo de datos los estimadores y son y respectiva-

mente.

7. Conclusiones

Es claro que este modelo tiene su génesis en la Teoría de la Renovación, y puesto que el

resultado de la esperanza del colapso, esto es la función de renovación

es casi trivial toda vez que se conozcan los parámetros y provenientes de la sucesión de

variables aleatorias que modelan el tamaño de la grieta a través del tiempo, se hace necesaria

la presentación de la distribución , de tal modo de permitir solamente

la estimación de dos parámetros. Por otro lado, el estimador propuesto para en este trabajo

es analíticamente más tratable, con las condiciones exigidas aquí, por supuesto. Quedando

abierto el trabajo de encontrar una forma compacta para la distribución del estimador .

Finalmente, aunque no ha sido declarada en forma explícita en la presente tesis, la ex-

igencia de no negatividad en la sucesión de variables que modelan problemas de colapso

producidas por el crecimiento de una grieta, puede ser obviada para otro tipo de fenómeno.

En efecto, para problemas de crecimiento del combustible producido por la hojarasca de

grandes bosques, cuya renovación se produce por el incendio natural al llegar a un um-

bral determinado, entendiendo que por problemas de erosión o intervención humana pueda

ocurrir un decrecimiento en el nivel de hojarasca, y de este modo no es exigible que las

variables, que esta vez modelarían el nivel de volumen de hojarasca, necesariamente deben

ser no negativas. De esta forma, pensamos que la distribución estaría en condiciones

de modelar los incendios naturales de los bosques.
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