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PRELIMINARES
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Historia del modelo de Birnbaum & Saunders

La distribucién Birnbaum-Saunders y su generalizacién han tenido
la siguiente evolucidn:

o Davis (1952).
o Epstein & Sobel (1953, 1954a, 1954b, 1955).
@ Birnbaum & Saunders (1958, 1968, 1969a, 1969b).

o Diaz & Leiva (2005).
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Birnbaum & Saunders

Zygmund William Bimbaum (Bill) - Samuel C. Saunders (Sam)

(1903-2000)
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Implementacién computacional de los modelo BS y BSG

El lenguaje R desarrollado originalmente por Ihaka & Gentleman
(1996) es un paquete de software de fuente abierta Util para
andlisis y graficos estadisticos que puede ser obtenido sin costo
desde http://www.R-project.org.

La distribucién BS ha sido implementada por Leiva, Herndndez &
Riquelme (2006) en cddigo R en un paquete llamado bs disponible
desde CRAN (http://CRAN.R-project.org/).

La distribucién BS generalizada ha sido implementada por Barros,
Paula & Leiva (2009) en cddigo R en el paquete gbs también
disponible desde CRAN.

-

Detalles acerca de cémo descargar e instalar R y de los paquetes bs
y gbs serdn revisados durante el desarrollo de este curso.

Modelos de Dafio Acumulativo Universidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009


http://www.R-project.org
http://CRAN.R-project.org/

Proceso de fatiga de materiales

La distribucién Birnbaum-Saunders es también conocida como
distribucién de vida de la fatiga. El proceso de fatiga de
materiales consta de las siguientes tres etapas:

i) Comienzo de una fisura imperceptible (Ps-Pjo de la vida atil).

ii) Crecimiento y propagacién de la fisura producto del estrés
ciclico y la tension.

iii) Ruptura o falla del material debido a fatiga (evento puntual
que no ocupa tiempo).
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Justificacidn fisica

Considere un especimen de material expuesto a una secuencia de
m cargas ciclicas, digamos {l;;i = 1,...,m}. El esquema de carga
es el siguiente:

bloy . b b1y U2, - om0 Lt Lima2s - Limem
Ciclo 1 Ciclo 2 Ciclc:(rj+1)

esto es, ljm+i = lpm+i, con j # k.
Birnbaum & Saunders (1969a) supusieron que la carga es una

funcién unimodal y continua en un intervalo. Esta carga estresa el
material y lo debilita.
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Explicado el entorno fisico, ahora se mencionan los supuestos
estadisticos dados por Birnbaum & Saunders (1969a):

Un especimen de un material estd expuesto a cargas ciclicas
que producen desgaste.

La ruptura (falla) ocurre cuando el tamafio de la grieta excede
un umbral denotado por w.

La secuencia de cargas son las mismas de un ciclo a otro.

El crecimiento de la grieta, X;, debido a la carga I; durante el
ciclo j-ésimo es una v.a.
El tamano total de |a grieta, Y}, debido al ciclo j-ésimo es

también una v.a. con media p y varianza o2

Las v.a. Y; son independientes.
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Supuestos estadisticos (cont.)

La extensién de la grieta debido al ciclo (j 4 1)-ésimo de carga es

ij—l—l:ij+1+ij+2+---+ij+m7 j=01,2,... J

Bajo una aplicacién repetitiva de n ciclos de cargas, el tamafo
acumulado de la grieta al final del ciclo n-ésimo estd dado por

%zin 0

Entonces, basados en Ecuacién (1), los supuestos y el
TLC, es posible establecer que Z,, converge en distribucién a una
normal con media nu y varianza no?, cuando n — oo.
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Supuestos estadisticos (cont.)

Sea NN el nimero de ciclos requeridos hasta la falla. La fda de IV
basada en el teorema de probabilidad total, es

P(N<n) = P(N<n,Z,>w)+PN <n,Z, <w)
P(Z, > w)+P(N <n,Z, <w),

donde w es el umbral dado en supuesto . Note que
P(N <n,Z, <w) >0, ya que Z, ~ N(nu,no?), lo cual puede
despreciarse, tal que P(N < n) =~ P(Z, > w). Asi,

P(N < n) ~ P (Zocmies o) (L{M \/WD ’

donde ®(-) es la fda N(0,1).
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Génesis estadistica (cont.

Birnbaum & Saunders (1969a) usaron Ecuacién para definir
una distribucién estadistica continua idealizando la v.a.d. N

mediante la v.a.c. T, es decir, el nimero de ciclos hasta la falla fue
reemplazado por el tiempo hasta que la falla ocurre. Asi, tomando

a=—2, f=2 y afep)= [\f ﬂ
se obtiene Fp(t) = @(at(a,ﬁ)); t>0,a>,8>0,

la fda BS para el tiempo de vida de la fatiga con pardmetros de
forma a y de escala (3. Esto significa que

Z:é[\/%\/g]NN(o,n. J
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Variables de vida

Por lo general, en la literatura relacionada a métodos y modelos
estadisticos para datos de tiempos de vida se tiene que:

Variable de vida es una v.a. (T") continua y positiva (7" > 0). |

Una variable de vida puede representar, por ejemplo, las horas de
funcionamiento de un motor. Sin embargo, una variable de vida
también puede medir:

Numero de ciclos de carga de una bateria hasta fallar.
Cantidad de kilémetros recorridos por un carro hasta fallar.
Resistencia de un material hasta su ruptura.

Cantidad de agua caida.

Concentracién de un contaminante.

e ¢ © ¢ ¢ ¢

Entre otras.
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Datos de tiempos de vida

A continuacién se discuten algunos conjuntos de datos no
negativos implementados en los paquetes bs y gbs llamados:

psi21, psi26, psi31 (Birnbaum & Saunders, 1969b).
bearings (McCool, 1974).

precipita, runoff (Folks & Chikkara, 1978).
biaxial (Rieck, 1989).

timerepair (Hsieh, 1990).

survivalpig (Kundu, Kannan & Balakrishnan, 2008).
air (Leiva, Barros, Paula & Sanhueza, 2008).

water (Leiva, Sanhueza & Angulo, 2009).

e © © 6 ¢ ¢ ¢ ¢
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Datos de tiempos de vida
Histogramas y estimacion kernel mediante R para algunos datos:
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Datos de tiempos de vida

Histogramas producidos por el paquete gbs para datos de
Birnbaum-Saunders (1969b):
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Codigos de los graficos

require(bs)

data(timerepair)

par (mfrow = c(3, 3))

hist(timerepair, breaks = 10, probability = TRUE)
lifetime <- density(timerepair, bw = bcv)
lines(lifetime, col = 4)

require (bs)

data(psi31)

histgbs(psi31l, mainTitle = psi3i,
xLabel = Fatigue life with stress of 31 psi,
colourHistogram = 0, colourBoxPlot = 0)
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Distribuciéon de vida

Una distribucién de vida (life distribution) es un modelo de
probabilidad asociado con una variable de vida; ver Marshall &
Olkin (2007).

Una distribucién de vida es en general:

@ Asimétrica.

@ Unimodal.

@ Positivamente sesgada.

©

De dos paramétros.

@ Poseedora de momentos de cualquier érden.
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Distribucién de vida

Entre las distribuciones de vida mas conocidas estdn:

@ La distribucién exponencial.

(]

La distribuciéon lognormal.

La distribuciéon Weibull.

(]

(]

La distribucién gamma.

La distribucién Birnbaum-Saunders.

(]

La distribucién Gaussiana inversa.

(]
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Seleccionando una distribucién (cont.)

La mayoria de los modelos probabilisticos empleados para describir
datos de tiempos de vida pueden elegirse con base en:

I. Un argumento tedrico (fisico) para el mecanismo de falla. )
II. Un modelo que haya sido usado previamente con éxito. |

Sin embargo, cualquiera sea la justificacion para elegir una o
varias leyes de probabilidad como candidatas, la distribucién
de vida que se escogera para resolver el problema debe ser un
modelo Iégico que haya superado pruebas de bondad de ajuste
y criterios de seleccién de modelos.
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Seleccionando una distribucién (cont.)

Ejemplo de argumentos tedricos:

@ “Desgaste de tipo fase”, con tiempos exponenciales para cada
fase, justifica una distribucién gamma o Erlang.

@ Tipo “valores extremos” justifica el uso de una distribucién
Weibull.

@ “Degradacion multiplicativa” justifica el uso de una
distribucién lognormal.

@ “Tiempos de primer paso” justifica el uso de la distribucién
Gaussiana inversa.

@ “Fatiga” o "dano acumulativo” justifica la distribucién BS.
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Descriptores de distribuciones de vida

Una variable de vida T' con fda Fr(t) posee:

Densidad: fr) = %FT(t),t > 0.
Funcién de confiabilidad: Rr(t) = P(T >t) =1— Fp(t),t >0,
Tasa de fallas: hr(t) = fr(®) ,t>0,Rr(t) >0,
R (1)
Tasa de fallas promedio: FRA(t) = % f(f hr(u)du,t >0,
Confiabilidad condicionada: Ry (t/x) = %&;),t >0,z > 0,Rp(x) > 0.

Tiempo medio hasta la falla:  p = E[T] = [;* Ry (t)dt.

, N Jo® Rr(y) dy
Vida media residual: pe =E[T|T > 2] = Ri(),x >0, Rp(x) > 0.
T (z
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Tipos de datos de vida

Tipos muestreos:

@ Completo o no censurado.

@ Truncado.

@ Censurado.

@ Tipo | o por tiempo.
Tipo Il o por fraccién de fallas.
Tipo Il (mezcla de tipo | y tipo II).
Tipo IV o aleatoria.

¢ ¢ @
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Tipos de datos censurados

@ Por la izquierda: P(T' < t;), para i € L.

@ Por intervalos: P(¢t;_1 < T < t;), parai € I.
@ Por la derecha: P(T > t;), parai € C.

o Falla: fr(t;), parai € D.

Suponiendo observaciones independientes, la funcién de
verosimilitud se construye de la siguiente forma:

[17@) I] R

1€L ieC

L(6) =

1T [F ) - F(ti—l)]]

el

[H fm-)] :

€D
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LA DISTRIBUCION BIRNBAUM-SAUNDERS (BS)
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Distribuciones de vida de la fatiga

En este curso, las distribuciones de vida se centrardn en aquellas
que modelan vida para fatiga (fatigue life distributions).

Cuatro “fatigue life distributions” que pueden ser generadas
usando argumentos fisicos son:

@ La distribucién BS.

@ La distribucién gamma.

@ La distribucién Gaussiana inversa.

@ La distribucién lognormal.

Estos modelos se ajustan bien en el centro de la distribucién de

vida, pero los extremos (colas) de la distribucién ponen en duda la
decisién de seleccionar alguna de ellas.
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Seleccionando una distribuciéon de vida de la fatiga

Los analistas generalmente estan interesados en los percentiles
bajos o altos de la distribucién de vida (por ejemplo, debido a
problemas de mantenimiento o de garantia, dosis letales o
emergencia ambientales).

1.0

— Warranty
—— Maintenance

0.6
L

Def(ity

0.4

0.0

lifetime.
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Seleccionando una distribuciéon de vida de la fatiga

Figura 2.1 compara las distribuciones de vida de la fatiga BS,
gamma, |G y LN mediante los datos psi31.

5
§ = d
° — BS

— Bs+t

~—— Gamma
w IG
3 o — Lognormal 8
° T

Density
0,010
L
log(density)
-400
L

— BS

0.005
I

s | — BS-t
3 —— Gamma
1G
o —— Lognormal
8
S
= T T T T T T T T T T
50 100 150 200 0 1000 2000 3000 4000 5000
lifetime lifetime
(a) fdp (b) log(fdp)

Figura 2.1: graficos para los modelos indicados usando psi31.
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Motivacion y nuevas aplicaciones del modelo BS

Medicina: varios tipos de cancer y enfermedades cardiacas crénicas.J

Calidad del aire: efecto acumulativo de contaminantes de la
atmosfera.
Calidad del agua: efecto acumulativo de nutrientes vegetales. )

Salud publica: Mortalidad humana asociada con diversos factores. )

Forestacién: incidencia del didmetro de un arbol en su mortalidad. J
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La distribucidon Birnbaum-Saunders

Existen dos forma de generar la distribucién BS: uno fisico
(aproximado) y otro matemdtico (exacto).

El modelo BS corresponde a la distribucién de la v.a.

2
T:ﬂ[%+\/%+1] :

donde

Z:é[\/%_\/% ~ N(0,1).

a > 0 es el pardmetro de forma y 3 > 0 es el parametro de escala y
la mediana de la distribucién. Esto es denotado por T' ~ BS(«, (3).
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La distribucidon Birnbaum-Saunders

Densidad BS:

Funcién de distribucién BS:
Fﬂt):(I)(é [\/%—\@D, t>0.

Funcién cuantil BS:
_B 2,2 1 4 2
t(q) = 7 |azg + 4 /a?22 +

donde z, es el cuantil g-ésimo N(0, 1). Si ¢ = 0,5, entonces
t(0,5) = 3, de este modo, el pardmetro 3 es la mediana.
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La distribucidon Birnbaum-Saunders

w | - o |
4 s
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Figura 2.1: graficos de la fdp y fda de la distribucién BS.
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La distribucidon Birnbaum-Saunders

Propiedades BS:

Q ¢T ~BS(«a,cf), con ¢ > 0.
Q 1/T ~ BS(«,1/0).

Propiedad 1 indica que la distribucién BS pertenece a la familia de
escala. )
Propiedad 2 indica que la distribucién BS estd en la familia cerrada
bajo reciprocos (Saunders, 1974).

-

Estas dos propiedades son claves para el modelamiento estadistico
y la estimaciéon de momentos basados en la distribucién BS.

Modelos de Dafio Acumulativo Universidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009



La distribucidon Birnbaum-Saunders

Momentos BS:

sri=r S (5) 5 () sBi

]:O 1=
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La distribucidon Birnbaum-Saunders

Confiabilidad y tasa de fallas BS:

10

— T-BS(0.31.0) 24
T~ BS(0.5,1.0)
© T~ BS(0.7,1.0) — T-BS(05,1.0)
2 T~ BS(1.0,1.0) --- T~BS(0.7,1.0)
o T~ BS(1.0,1.0)
E T~ BS(1.5,1.0)
o
s N
54 g o
<
S
w0
o S
S
a | o |
S S
T T T T T T T T T T T T
[ 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 2.1: funciones de confiabilidad y riesgo de una distribucién BS.
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La distribucidon Birnbaum-Saunders

Estimacién de ML BS:

. [S . B SO _ -
a=yf5+5-2 v 3 —ﬁ[k(ﬁ)JrQR}JrR[k(ﬁ)JrS}—O.
Estimacién de momentos BS:

~ /S ~
o = 2 R*l Yy ﬂ:\/SR,
donde
1 & 1 1
S=-) t B=g=p—1 v ¥ =1 1
nzzl %Zi:l% %Zizlﬁti
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La distribucidon Birnbaum-Saunders

Estimacién de MC BS:

mr) = (45 V3|) =m0+ avByi ),
Y b a

T

donde ®~! es fda inversa N(0, 1). Asi, ya que y ~ b + ax,
graficando x; = p; vs. y; = t;, se tiene aproximadamente una linea
recta de datos BS, y F(t;) = [i — 0.3]/[n + 0.4]. Bondad de ajuste
puede basarse en el R? de regresién cuando se ajusta [p;, t;], para
i =1,...,n. Finalmente, o y B pueden estimarse usando el
método de minimos cuadrados mediante

a= y B=a.

Sl =
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Descarga e instalacion del software R y del paquete bs

|@ The R Project for Statistical Computing - Windows Internet Explorer
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Descarga e instalacion del software R y del paquete bs

|@ The R Project for Statistical Computing - Windows Internet Explorer
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Descarga e instalacion del software R y del paquete bs

[ The Comprenensive R Archive Network - Windows Internet Explorer
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Descarga e instalacion del software R y del paquete bs

@ The Comprenensive R Archive Network - Windows Internet Explorer
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Descarga e instalacion del software R y del paquete bs
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Descarga e instalacion del software R y del paquete bs

|@ The Comprehensive R Archive Network - Windows Internet Explorer =
v] 415 e
Fiting ai mterval T ‘anlss Tamly ATbUGORS -
Extra distributions to be used for GAMLSS modelling
A GAMLSS add on package for fining mixture distributions
Fiting non linear parametric GAMLSS models
Generaing and firng wumeared (gamlss family) dismibunons
Genetic analysis package
Gradient Boosted Regression Trees with Errors-in-Variables
Generalized Boosted Rer
Compute a fuzzy rules or tree classifier from data
Custering Graphics
General class of models for recurrent event data
Vasious R programmin or data manipulation
Generalized Estimation Equation sabver
Generalized Estimating Equation Package
Analysis of evohuionary diversification
R Based Genetic Algorithm
Prediction of KEGG pathway membership for individual genes based on InterPro domain si
Population Genetics
Analysis of geostatisical data
geoRgim - 2 package for generalised linear spatial madels
Data for topographic and Geologic Mapping
eneration and surface tesselation
Interface to wyvw geonames org web service
Zoo of Geometric Objects 3

>

Modelos de Dafio Acumulativo iversidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009



2

Descarga e instalacion del software R y del paquete bs

P
o

| The Comprehensive R Archive Network - Windows Internet Explorer

©

dh - bPage v CTods e

nsive R Archive Netvork

Author: Michelli Barros, Victor Leiva and Giberto A. Paula
Maintainer:  Victor Leiva <victor leiva at uv-cl>

License: GPL

URL wiww deuv.clleival
Inviews:

CRAN check:

Package source.
MacOS X binary
Winde

Reference manual: gbs pdf

>

ersidad de La Frontera, Temuco, C 2009

Acumulativo




2

Descarga e instalacion del software R y del paquete bs

7 @ sniee,.. <] Casices ” : [ stz | @ corsoran

Modelos de Dafio Acumulativo Universidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009



2

Descarga e instalacion del software R y del paquete bs

ietheriands (amsterdam 2
{Urecht)

[sngapore 1

" @ aee,. - e 2 wndt-f | A TR o[ | [E]mcrosoite s [ ) aue

DE

Modelos de D Acumulativo



2

Descarga e instalacion del software R y del paquete bs

IFricems
[Fronpar
(Frracing
s

Funcluster

" @i, - g 2 wnedt-lue | A Tm#  vop-feou.. | [Emaosotte.. | @ corebran. | L ) aisen

Modelos de Dafio Acumulativo



El paquete bs

El paquete bs contiene las funciones probabilisticas:

> require(bs)

> dbs(3, alpha = 0.5, beta = 1.0, log = FALSE)
[1] 0.02133878

> pbs(1, alpha = 0.5, beta = 1.0)

(1] 0.5

> gbs(0.5, alpha = 0.5, beta = 2.5)

(1] 2.5

> rbs1(6, alpha = 0.5, beta = 1.0)
[1] 0.6138 1.1142 0.8761 1.2089 1.8756 1.9979

descriptores de distribuciones de vida, 3 generadores de nlimeros
aleatorios, 3 métodos de estimacién (ML, momentos y minimos
cuadrados) y varios métodos de bondad de ajuste (PP, QQ, KS'y
cartas de ajuste basadas en momentos) y criterios de seleccién de
modelos basados en pérdida de informacién (AIC, BIC y HQ).

Modelos de Dafio Acumulativo Universidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009




Funciones del paquete bs

La instruccién > simulBsM1e(100,0.5,1.0) simula 3 muestras
de n = 100 desde T' ~ BS(a = 0,5, 8 = 1,0), una para cada
generador implementado, calcula los estimadores ML de v y (3, y
lleva a cabo bondad de ajuste para cada muestra. La siguiente
table resumen los resultados de este estudio.

MLE(alpha) MLE(beta) KS KS p-value
Samplel 0.66456 1.06143  0.06701 0.7603
Sample2 0.43454 0.93341 0.09310 0.3514
Sample3  0.60549 0.86124  0.08475  0.4692)
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Funciones del paquete bs (cont.)

La instruccién estimates <- estlbs(psi31) calcula el
estimadores ML de oo y (8 y usa el estimador media-media como
valor de partida para (3 obteniendo en este caso:

> betaStartingValue
[1] 131.8193

> alpha

[1] 0.1703847

> beta

[1] 131.8188

> converge

[1] TRUE

> iteration

[1] 2

El comando indicatorsbs() calcula ademds de los estimadores
ML de a y 3, los estimadores del CV, CS y CC del modelo BS.
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Funciones del paquete bs (cont.)

La instruccion: gmbs (psi31) estima ay (3 y construye a grafico
tipo PP, donde & = 0,1686, 3 = 131,9224 y R? = 0,9775. Figura 4
muestra este grafico para psi31.

N\

N\

80 100 120 140 160 180 200

-20 -10 0 10 20 30

Nt (p)

Figura 2.1: grafico tipo PP for la BS basado en psi31.

Modelos de Dafio Acumulativo Universidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009



2

Funciones del paquete bs (cont.)

12 muestras fueron generadas para a = 0,2(0,2)2,4, las cuales
pueden representar, por ejemplo, datos diarios para cada mes
durante un afo. Para cada muestra, estimaciones de los coeficiente
de sesgo y curtosis, 31 y (s, respectivamente, fueron obtenidas y
guardadas en los vectores x e y. Las instrucciones:

plot(x, vy,

xlab = expression(betax1)

ylab = expression(betax*2), col = 4)
fitbetabs (0.2, 2)
fitbetabs(2.4, 3)

permiten obtener cartas de ajuste que son mostradas en Figura 3.1.
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Funciones del paquete bs (cont.)

B2

B

Figura 2.1: carta (31-(32 for datos simulados.
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LA DISTRIBUCION BIRNBAUM-SAUNDERS GENERALIZADA
(BSG)
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Una motivacién para la BSG

Para resolver el problema de ajuste en los percentiles bajos y altos
de la distribucién de vida es necesario considerar modelos de vida
mds flexibles (p.e. en curtosis) que los tradicionales.

BS distribution BS-t distribution
2.0 | 20
15 | 15 |
G 104 G 104
05+ 05
0.0 | MM il 00 - (T il
T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Index Index

Figura 3.1: gréfico de influencia de observaciones atipicas.
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Distribuciones de contornos elipticos

La familia de distribuciones contornos elipticos es una clase de
distribuciones multivariadas cuyas densidades tienen la misma
forma eliptica que la distribucién normal. Sin embargo, ellas
también incluyen distribuciones cuyas colas son mds y menos
pesadas que la distribucién normal. Ademas, la distribucién normal
es un caso particular de esta familia.

Figura 3.1: distribucién normal bivariada.
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Distribuciones de contornos elipticos

La familia de distribuciones contornos elipticos es una clase de
distribuciones multivariadas cuyas densidades tienen la misma
forma eliptica que la distribucién normal. Sin embargo, ellas
también incluyen distribuciones cuyas colas son mds y menos
pesadas que la distribucién normal. Ademas, la distribucién normal
es un caso particular de esta familia.

Figura 3.1: distribucién normal bivariada.
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Distribuciones de contornos elipticos

La familia de distribuciones contornos elipticos es una clase de
distribuciones multivariadas cuyas densidades tienen la misma
forma eliptica que la distribucién normal. Sin embargo, ellas
también incluyen distribuciones cuyas colas son mds y menos
pesadas que la distribucién normal. Ademas, la distribucién normal

es un caso particular de esta familia.
- .

2

XL 2030552
XNX X ONRRERS
) \./o‘o’o'ofo oI RN
N Ny
< RIS
220,24 SRS
Seaoold ‘0:0:»::‘::‘&;»' R
KX 5%

Figura 3.1: distribucién normal bivariada.
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Distribuciones de contornos elipticos

La familia de distribuciones contornos elipticos es una clase de
distribuciones multivariadas cuyas densidades tienen la misma
forma eliptica que la distribucién normal. Sin embargo, ellas
también incluyen distribuciones cuyas colas son mds y menos
pesadas que la distribucién normal. Ademas, la distribucién normal
es un caso particular de esta familia.

3 2 1 0 1 2 3

Figura 3.1: gréfico de contornos de una distribucién normal bivariada.
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Distribuciones de contornos elipticos

Para el caso unidimensional, las distribuciones elipticas
corresponden a todas las distribuciones simétricas en R, las que se
caracterizan por sus pardmetros:

@ De posiciodn, pu,
@ De escala, 02,y
@ Una funcién generadora de densidades o kérnel, g.

La notacién usada en este caso es: X ~ EC(u,0%;g).

En este curso se consideran distribuciones esféricas en RR:

Z =% ~EC(0,1;9) = S(g).
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Distribuciones simétricas

Sea Z ~ S(g). Entonces,

Densidad simétrica

fz(2) =c g(z?); z€R, (3)

donde g(-) es el kérnel de tha fdp de Z y ¢ es una constante de
normalizacién, tal que [©2° g(2?)dz = 1/c.

Funcién de distribucion simétrica

Fz(2)=P(Z<z)=1—-Fz(—2),z € R.

la cual es atil para calcular los percentiles de la distribucién de Z,
obtener niimeros aleatorios y realizar pruebas de bondad de ajuste.
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Distribuciones simétricas

Tabla 4.1: kernel (g) y constantes de normalizacién (c) de Z ~ S(g).

Distribucién Notacién c g=g(u),u>0
2g—1
Tipo Kotz (KT) KT(q,r,s) % ul~lexp (—ru®), q > %,r,s >0
Pearson VII (PVIl)  PVII(q,r) ——4 0 [1+2]7% ¢g>1r>0
[rw]il‘(q—é) r
et I'(29) [exp(vu)]? |
Logistica Il (LIII) LIlI(q) RO Trexp(vaEs: 4> 0

Algunos casos particulares de las distribuciones especificadas en Tabla 4.1 son:
@ La distribucién logistica es LIII(g = 1).
@ La distribucién normal, N(0,1), es KT(¢ = 1,7 = 3,5 = 1).
@ La distribucidn exponencial potencia, EP(v), es KT(¢ = 1,7 = %,s =v),
siendo v > 0 un pardmetro de forma.

@ La distribucién ¢-Student con v grados de libertad, t(v), es
PVII(q = ”;177' = v), siendo v > 0 un pardmetro de forma.
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Distribucién Birnbaum-Saunders generalizada

Basados en
1 [ /T
Z:a[\/%—\/g}NN(Oal)- J
Diaz-Garcia y Leiva (2005) supusieron que
ZZ%{\/%—ﬁ]NS(g), J

donde g es la funcién generadora de densidades de una distribucién
simétrica en R. Con lo cual se consigue que

2
T=ﬁ[%+ “252“} ~ BSG(a, B9), a >0, 3> 0.
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Densidad BSG

Sea T' ~ BSG(«, (3; g). Entonces,

Densidad BSG:

371

donde cy g(-) son la constante de normalizacién y kernel de la
distribucién Z ~ S(g).

1 [t 8 2]>t_3/2[t+ﬂ]

fT(t):Cg<¥ a2 t > 0.

Observacion:

La distribuciéon BSG obtenida a partir de una distribucién normal
estandar coincide con la distribucién Birnbaum-Saunders clasica.
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Casos especiales BSG

La distribuciéon BSG puede ser obtenida desde los kérnels:
Cauchy.

Laplace o exponencial doble.

Logistica.

t-Student.

Exponencial potencia.

Normal (BS clasica).

e ¢ © ¢ ¢ ¢

Motivacion:

Esta extension consigue hacer la curtosis de la distribucién BS
clasica flexible.
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Curtosis BSG flexible

(a) t-Student (b) Exponencial potencia

Figura 4.5: coeficiente de curtosis de las distribuciones ¢-Student y EP
v/s normal estandar.
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Dos casos BSG particulares

Densidad de una distribucién BSG (caso ¢-Student):

v+1

T e

cont>0,aa>0,6>0yv>0.

Densidad de una distribucién BSG (caso EP):

_éx —L ! g_ V w

2v

cont>0,aa>0,6>0yv>0.
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Dos casos BSG particulares

— PE(20)

15
10

10

1(t)
1(t)

0.5

0.0

(a) EP (b) t-Student
Figura 4.6: graficos de densidades de la distribucién BSG para a = 0,5 y

[ = 1,0, obtenidas desde distribuciones EP y ¢-Student para los valores
que se indican.
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Propiedades de la distribucion BSG
Sea T' ~ BSG(«, (3; g). Entonces,

— [/T7B— /7] o~ S(s)
Q c¢T ~BSG(a,cf;g), con ¢ > 0.
Q 1/T ~BSG(«,1/5;9).
Q Lafdade T es Fp(t ) Fz (a¢(cr, 3)), donde Fz(-) es la fda
de Z ~S(g) y ar(es ) = [v/1/B — /BJ) .
Q La funcién cuantil de T es t(q) = [3/4][azq + (/a? 22 + 4]2,

donde z, es el cuantil g-ésimo de Z ~ S(g). Aqui 3 es
también la mediana .
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Inferencia en la distribucion BSG

Sea T' ~ BSG(«, (3; g). Entonces,

La estimacidn de los parametros v y § de la distribucién BSG se
puede llevar a cabo mediante el método verosimilitud maxima
usando métodos numéricos.

Para una cierta clase de distribuciones BSG, el algoritmo EM
puede ser implementado.

Los pardmetros adicionales de la distribucién BSG (diferentes a 'y
() pueden fijarse o ser obtenidos mediante alguna informacién
proporcionada desde los datos.
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Un paquete R llamado gbs

Barros, Paula & Leiva (2009) desarrollaron el paquete gbs
disponible desde CRAN (http://CRAN.R-project.org/), el cual
contiene las funciones probabilisticas:

> require(gbs)

> dgbs(3, alpha = 1.0, beta = 1.0, nu = 1.0, kernel = normal)
[1] 0.07883672

> pgbs(.75, alpha = 1.0, beta = 1.0, nu = 1.0, kernel = normal)
[1] 0.386415
> qggbs (0.5, alpha = 1.0, beta = 1.0, nu = 1.0, kernel = normal)

[1] 1

-

indicadores de tiempos de vida, 1 generador de niimeros aleatorios,
1 método de estimacidn para datos no censurados y otro para
datos censurados y métodos de bondad de ajuste y diagndstico de
influencia.
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El paquete gbs (cont.)

Este paquete tiene 4 funciones para estimar los pardmetros de
distribuciones BSG, los cuales son:

BS: mlebs() o mlegbs(),
BS-lap y BS-logis: mlegbs() y

BS-¢,: mlebstNuFixed() o mlebst().
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El paquete gbs (cont.)

Un ejemplo del uso de este paquete basado en datos no censurados
psi3l es:

(a) Analisis exploratorio de datos. La instruccién:

descriptiveSummary (psi31) J

nos permite obtener Tabla 3.2 (la moda de los datos puede
tambifien ser calculada usaando este comando).

Table 3.2: estadistica descriptiva para psi31.

Mediana Media D.E CV CS CC Rango Min. Max. n
133.00 133.73 22.36 16.72 % 0.33 0.97 142 70 212 101
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El paquete gbs (cont.)

La instruccidn:

histgbs(psi31,
mainTitle ="",
xLabel = " Lifetimes with maximum stress of 31.000 psi”,
yLabel = " Density”,
yRange = ¢(0, 0.02),
kernel = "t",
colourHistogram = 4,
colourBoxPlot = 4,

density = T)

produce simultdneamente un box-plot y un histograma para psi31
y ajusta la fdp BSG correspondiente. (El box-plot puede suprimirse
con la instruccién boxPlot = FALSE.) Figura 4.3 muestra estos
graficos.
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El paquete gbs (cont.)

0.020 4

0.015 -

0.010

Density

0.005 -

0.000 -

100 150 200

Lifetimes with maximum stress of 31.000 psi

Figura 4.6: histograma y box-plot para psi31.
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El paquete gbs (cont.)

(b) Estimacidn. Las instrucciones:

estimates  <- mlebst(psi31)

estimates

alpha <- estimates$alphaEstimate
beta <- estimates$betaEstimate
nu <- estimates$nuOptimal
loglikelihood <- estimates$logLikelihood

permiten eligir automaticamente el valor de v que maximiza la
funcién de verosimilitud y calcular los EMV de a y 3 del modelo
BS-t,. Estos resultados son guardados en la variable estimates.
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El paquete gbs (cont.)

Obtaining: st .\
$alphaEstimate -l

1] 0.1474941 ok

$betaEstimate %i:

[1] 132.4927

$nuOptimal R

[1] 8 1o m  © o @ o
$logLikelihood V

[1] 455.6816 Figura 4.6: funcién de

log-verosmilitud para el modelo
BS-t,, versus v basado en psi31.
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El paquete gbs (cont.)

(c) Diagnéstico. La instruccién:

diagnosticsgbs(psi31, kernel = "normal”, method = “conformal”)
title(main = " BS distribution”)

produce uno de los gréficos de Figura 3.5, el cual muestra la
robustez de los EMV de los pardmetros del modelo BS-tg.

BS distribution BS-t distribution
10 o 10 -
08 08 -
06 06 -
o &
04 4 04
02 o 024
| 1‘ lm |
P ! o0 L ———
: : : : : : : : : : : :
) 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Index Index

Figure 3.5: gréfico indice de influencia local conforme.
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El paquete gbs (cont.)

Las instrucciones:

rcgbs(psi31, casesRemoved = 1, kernel = "t")
rcgbs(psi31, casesRemoved = 1, kernel = "normal”) ’

permiten calcular los cambios relativos (CR) en porcentaje de cada
parametro estimado definido como

. _d.
CRy, = JT](I)

x 100%, j§=1,2, |
j

donde éj(l) denota los EMV de 0, con 64 = ay 03 = (3, después
de eliminar el conjunto | de casos. Tabla 3.3 presenta los resultados
de los cédigos anteriores.
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El paquete gbs (cont.)

Table 3.3: CR para los parametros de algunos models BSG para psi31.

BS-ts BS
Caso(s) removido & i & i
{1 586 0.16 695 0.67
2} 222 030 2.09 0.39
{100} 2.18 0.27r 230 040
{101} 0.64 036 357 0.49

{1,2,100,101}  3.77 031 16.13 0.17
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El paquete gbs (cont.)

(d) Estimacién con datos censurados. Las instrucciones:

pc <-20

status <- c(rep(1, floor((length(psi31) - pc) * (length(psi31)) / 100)),
rep(0, (floor(pc * (length(psi31)) / 100))))

mlegbsc(psi31, status)

permite calcular los EMV de los parametros a y G de las
distribuciones BS-t,, con datos censurados. Tabla 3.4 presenta
estos resultados.

Table 3.4: EMV de a y B y prueba KS para los modelos indicados.

Modelo & 3 KS (valor-p)

BS-t, 0134 132143 0.083 (p = 0,492)

BS-t4 0.161 133.062 0.058 (p = 0,884)

BS-ts 0.179 133.860 0.084 (p = 0,481)
( )
( )
(

BS-t20 0.193 134.422 0.101 (p = 0,254
BS-t100 0.202 134.708 0.110 (p = 0,173
BS 0.205 134.771 0.112 (p = 0,156)
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El paquete gbs (cont.)

(e) Bondad de ajuste con datos censurados. Las instrucciones:

nuFixed = 4
ksgbsc(psi31, status,
kernel = "t",
graph = TRUE,
xLabel = “Lifetimes with maximum stress of 31.000 psi”,
yLabel = “Cumulative distribution function”)

llevan a cabo bondad de ajuste basada en la prueba KS y
proporcionan una figura que muestra la coherencia entre fda
empirica y la fda BS-t4 tedrica. Tabla 3.4 y Figura 3.6 presentan
estos resultados.
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El paquete gbs (cont.)

Cumulative distribution function

Lifetimes with maximum stress of 31.000 psi

Figure 3.6: fda empirica vs. fda BS-t4 tedrica para psi31c20.
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Distribucién senh-normal (SN)

Rieck & Nedelman (1989) desarrollaron la distribucién
senh-normal.

Caracteristicas:

@ Simétrica.
@ Presenta grados de curtosis mayores y menores que el modelo
normal.

@ Admite unimodalidad y bimodalidad.

@ Tiene como caso particular la distribucién
log-Birnbaum-Saunders (log-BS).
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Distribucién senh-normal

La distribucién SN se obtiene mediante la transformacién
A
Y =~ + ogarcsinh (%) ,

donde Z ~ N(0,1), @ > 0 es el pardmetro de forma, v € R es el
parametro de posicién y o > 0 es el parametro de escala. En este
caso, la notacién Y ~ SN(a,y,0) es usada. La fdp de Y es

fry) = ¢ Gsmh (y 7)) 2cosh(fy —11/9) yER.

(oa oo
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Distribucién senh-normal

@ Funcidn de distribucién SN

Fy(y)=® (%sinh <%>> , yeR.

@ Funcién cuantil SN
y(q) = Fy ' (q) = v + o arcsinh (%) ,

donde z, es el cuantil de orden ¢ de la v.a. Z ~ N(0,1).

@ Funcidn de confiabilidad

Ry(y) = ® (—%sinh (y - 7)) :
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4
Distribucién senh-normal

@ Tasa de fallas

2¢ (2 sinh (£22)) cosh (£2)

h =
v(®) acd (—— sinh ( ))

@ Funcién generadora de momentos

—2 —2
m(s) = exp(y5) [KG(ZK)I(SK;)(& )] |

donde a = 25t b = 251 y K() es la funcién de Bessel
modificada de tercer tlpo definida por

1 ror [ v?
Ky(v)=-|= / u Lexp ( u— —>du
2] ), i
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Distribucién senh-normal

@ ] <
s o S
g — N@©21)
[T alpha = 1.0
§ 9 alpha = 2.0
9 alpha = 3.0
o | Y 12) o
S i 8 gamma =0 o
B 3 sigma =1
s =4 : s o
2 o 2 o
N -
o 7 o 7
° o
o 7 o 7
T T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 6

Figure 3.6: graficos de densidades de la distribucién SN para los valores
indicados.
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Distribucién senh-normal

Rieck & Nedelman (1991) probaron que si T' ~ BS(«, /3), entonces
Y =log(T) ~ SN(a,y,0 = 2),

donde v = log(3). Asi,
My (s) = Elexp(sY)] = E[T°].

De esta manera, los momentos de cualquier orden de la
distribucién Birnbaum-Saunders pueden ser calculados a partir de
la funcién generadora de momentos de la distribucién SN.
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Modelos de Dafio Acumulativo Universidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009



5

Modelo de regresion BS con datos no censurados

Caracteristicas:

Sean T3, Ty, ..., T, v.a. independientes tal que T; ~ BS(«y, ),

para ¢ =1,2,...,n. Admitamos que la distribucién de cada v.a. T;
depende de un vector de p variables explicativas
xiT = [xi1, Zi2, . . ., Tip|, €n otras palabras, asuma que
Q 5= exp(xi—rn), parai=1,2,...,n, donde
1= [M,N2,...,7p] es un vector de pardmetros desconocidos;

Q@ El pardmetro de forma a; no depende del vector de

T _ -
; estoes, a; =q,parai=1,2,...,n.

covariables x
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Modelo de regresiéon BS con datos no censurados

Los supuestos anteriores combinados con la propiedad de
proporcionalidad de la distribucién BS (familia de escala) implican

T; = exp(x{ 1)8; ~ BS(a, exp(x; 1)),

donde 0;~ BS(«, 1), parai =1,2,...,n. Considerando
y; = log(T;), se obtiene

y; = x; 0 + log(8;),

para i =1,2,...,n. Esto quiere decir que estamos en presencia de
un modelo de regresion log-lineal para la distribucién BS cuya
componente aleatoria ¢; es igual a log(d;).

Ahora, usando la relacién entre las distribuciones BS y SN, se
concluye que

e; = log(d;)~ SN(a,0,2), i=1,2,...,n.
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Modelo de regresion BS con datos no censurados

Modelo de regresién
Yi :X;rn+€i’ (4)

donde y; son las respuestas observadas para la i-ésima unidad
experimental, ) = [11,72,...,7,] | es un vector de pardmetros
desconocidos a ser estimado, x; = [7;1,Zi2, ..., 2] son valores
observados de p covariables y £; ~ SN(a, 0,2) es rel térmico del
error del modelo, parai=1,...,n.

Este modelo de denomina regresién log-Birnbaum-Saunders y

estamos interesados en estimar el vector 8 = [n',a] .
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Modelo de regresiéon BS con datos no censurados

El logaritmo de la funcién de verosimilitud del modelo (4) para
0 = [a,n"]" posee la siguiente forma:

;log <a\/_ cosh<
S Zlog &) — Zsﬂ,

donde

2 i — i 2 i
a-lzacosh(%), 5z2—ablnh< Q’Y), (5)

yyi=x/m, parai=12...,n
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Modelo de regresiéon BS con datos no censurados

Las funciones escore para av'y 1, para j = 1,...,p, estdn dadas,
respectivamente, por

n

. 1
I—a: az [5122_1]
i=1
y
L77] = |:_2] bll’lh(yi - 72) - tanh <y2 92 71>:| y ] = 1’ » D
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Modelo de regresiéon BS con datos no censurados

La inferencia asintdtica para el vector de pardmetros 8 = [n',a]"
se puede basar en la normalidad asintética el EMV 6, dada por

6 ~ Np1(0,%)),

donde 3J; es la matriz de varianzas-covarianzas de 8 que puede ser

. . . ., w=I
aproximada por la matriz de informacién observada —L vy
obtenida a partir de

XTVvX X'k
L - - T i . 2 ) (6)
5 KTX = [1-3¢63)]
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Modelo de regresiéon BS con datos no censurados

Donde V = diag{vi(0),...,v,(0)} e k = [k1, ka,...,k,]", con

vi(8) = i [sech (y = 7)} - é cosh(yi —v),  (7)

2 . .
ki:—gslnh(yi_’}/i)7 7/:1727"'777"

Una regién de confianza del 100 x [1 — o] % aproximada para el
parametro O puede ser obtenida mediante

R= {9 eRVFLIO - 0]TS-10 - 6] < X2, (p+ 1)} :

donde x7_,(p+ 1) denota el (1 — g)-ésimo percentil de la
distribucién chi-quadrado con p + 1 grados de liberdad.
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Modelo de regresion BS con datos censurados

Considere le modelo de regresién log-BS dado por
Yi = X;rn + €, (8)

donde y; es le logaritmo del tiempo de sobrevivencia o del tiempo
de censura para a i-ésima unidad experimental,

n=I[m,n, ..., np]T es el vector de pardmetros desconocidos a
ser estimados, xl-T = (1,242, ..., Tip, ) SON observaciones de p
variables explicativas y ¢; ~ SN(a, 0, 2).

Suponga una censura no informativa y que los tiempos de
sobrevivencia y de censura son independentes. Denote por D y C
el conjunto de individuos para los cuales y; es el logaritmo del
tiempo de sobrevivencia o el logaritmo del tiempo de censura,
respectivamente.
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Modelo de regresion BS con datos censurados

El logaritmo de la funcién de verosimilitud total del modelo (8)
para @ = [o,n"]" posee la siguiente forma:

(0) x Y |iog(éa) - ]+Zlog &), (9)

€D 1eC
donde &;1,&2 Yy Vi, parat=1,2,...,n, estan dadas en la Ecuacién
().
Las funciones escore para avy 1, para j = 1,...,p, son,

respectivamente,

L= é [Z [ -1+ & h(fn)]

€D eC
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Modelo de regresion BS con datos censurados

- Tij . Tij Yi — % zij&inh(&i2)
Ly, = Z [a—g sinh(y; — ;) — #tanh ( 5 >} —i—Z jf,

€D eC

donde h(&2) = t42L5, con () y ®(-) denotando la fdp y la fda

N(0, 1), respectivamente.
A matriz de informacién de Fisher observada es

N X'vx X'k
L= [ T } = (10)
Loy Laa KTX  tr(Q)
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Modelo de regresion BS con datos censurados

Donde V = diag{v1(0),v2(0) ...,v,(0)},
K = [kl(e)a kl(e)’ ) kn(e)]—r eG= diag{gl(e)’ cot ’gn(e)}y

con
1 [sech (%)]2 — L cosh(y; — i), i € D;
vi(0) = (11)
— 2o W(&i2) — TEA N (&2), i € C
— 2 sinh(y; — ), i € D;
ki(6) =
— =it h(&iz) — o5 sinh(y; — )W (&i2), i € C;
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Modelo de regresion BS con datos censurados

%z
1% e,

o CVQ’

—Z in h(&in) — 5E65H (€i2), i € C;
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Influencia local

El método de influencia local tiene como objetivo principal evaluar
cambios en los resultados del analisis cuando pequeiias
perturbaciones son incorporadas al modelo y/o a los datos. Si esas
perturbaciones causaran efectos desproporcionales, esto puede ser
indicio de que el modelo estd mal ajustado o que puedan existir
violaciones serias de los supuestos en que se basa el modelo.
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Influencia local

Cook (1986) propuseo estudiar el comportamento de la funcién
LD(w) =2 [¢(6) - 4(8.)] , (12)

en una vecindad del vector sin perturbar, wy.

EL procedimento consiste en selecionar una direcién unitaria, [, tal
que ||l|| = 1, y entonces considerar el grafico de LD(wq + al)
versus a, con a € R. Ese grifico es denominado la linea
proyectada. Cada linea proyectada puede caracterizarse mediante la
curvatura normal C;(@) en torno de a = 0.

Una sugerencia es considerar la direccién 1,4, correspondiendo la
curvatura maxima C;_. ().
max
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Influencia local

Cook (1986) mostr6 que la curvatura normal puede ser expresada
en forma geral como

C1() =2 ‘lTATL_lAl

) (13)

donde A es una matriz (p + ¢q) x n que depende del esquema de
perturbacién usado, cuyos elementos son
0%0(0|w)
A, =——2 1=1,2,... i=1,2,... 1
J 89]8(4)2 ) (2 9 &9 yds ] 9 259 7p+ )

con todas las cantidades siendo evaluadasen w =wgy 0 = 6.
Entonces, Cj_, es le mayor autovalor de la matriz

B=ATL 'A

y limsx es el autovector correspondiente.
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Analisis de residuos

El residuo componente de desvio se define por

roc, = sign(yi — 5) \/2[6:(65) — 6B), i=1,2,...,n,

Davison y Gigli (1989) definieron el residuo componente de desvio
para datos censurados como

Foo, = sign(y; — %)\/—zlog (Br@), i=1.2,....,n, (14)

donde Ry (y;) es el EMV de la funcién de confiabilidad.
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Analisis de residuos

Considerando « fijo o conocido y o < 2, se tiene que el residuo
componente de desvio para el modelo de regresion
log-Birnbaum-Saunders es

sign(y; — %)\/2 log (cosh (y’;%)) + % [sinh (%)r, 1€ D

sign(y; — f%)\/Qlog (<I> (7% sinh (3”577))), 1€ C.
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Analisis de residuos

@ Therneau, Grambsch y Fleming (1990) introdujeron el residuo
componente de desvio en procesos de conteo usando
basicamente residuos martingala.

@ Los residuos martingala son asimétricos y asumen un valor
maximo en +1 y un valor minimo en —oc.

@ Los residuos martingala pueden expresarse como
Ty, = 0; +1log[R(y;)], con ¢; = 0 indicando si la observacién
es censurada y §; = 1 si no lo es.
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Analisis de residuos

@ El residuo martingala para modelos de regresion log-BS asume
la forma

2 i =i
T, = 0; +log{1 - {ésinh (%)} }

@ El residuo componente de desvio propuesto por Therneau,
Grambsch y Fleming (1990) es una transformacién del residuo
martingala con la finalidad de atenuar la asimetria.
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[lustracién 1

Considere los datos de fatiga biaxial reportados por Brown y Miller
(1978), donde la respuesta, IV, es el nimero de ciclos hasta que
ocurre la falla y la variable independiente, W, es el esfuerzo por
ciclo (medida en MJ/m?). Se estudiaron 46 observaciones para
establecer un modelo adecuado de prediccién, las que se presentan
en el Cuadro 5.
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[lustracién 1

w N w N w N W N
11,5 3280 240 804 40,1 750 60,3 283
13,0 5046 24,6 1093 40,1 316 60,5 212
14,3 1563 25,2 1125 43,0 456 62,1 327
156 4707 255 884 44,1 552 628 373
16,0 977 26,3 1300 46,5 35 665 125
17,3 2834 279 852 473 242 67,0 187
19,3 2266 28,3 580 48,7 190 67,1 135
21,1 2208 28,4 1066 529 127 67,9 245
21,5 1040 28,6 1114 56,6 185 688 137
226 700 309 386 599 255 754 200
22,6 1583 319 745 60,2 195 100,5 190
240 482 345 736

Table 3.4: Datos de fatiga biaxial de Brown y Miller (1978).
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Figure 3.6: Diagramas de dispersién de W versus N (a), W versus log(N)
(b), log(W) versus N (c) y log(W) versus log(N) (d).
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[lustracién 1

O fiog(n;) = Bo + Prlog(W;), i=1,2,...,46, donde poe(n,)
es la media del logaritmo de NV;.

@ EMV de B = [y, 31] " son (con sus errores estandar entre
paréntesis)

Bo = 12,289(0,406) y (3, = —1,673(0,113).

@ Los coeficientes By y 81 son estadisticamente significativos,
con valores-p de 4,17416054E-31 y 9,92861E-19,
respectivamente.

@ Ecuacién de prediccién

[ilog(N;) = 12,289 — 1,6731og W.
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[lustracién 1

Table 3.4: Cambios relativos en el vector 7) después de eliminar las
observaciones indicadas.

Caso eliminado Mo CR p-value 7 CR  Valor-ps
Ninguno 12.280 0.000 < 0,001 -1.671 0.000 < 0,001

2 12.123 0.013 < 0,001 -1.630 0.025 < 0,001

3 12.406 0.010 < 0,001 -1.703 0.019 < 0,001

4 12.085 0.016 < 0,001 -1.620 0.031 < 0,001

5 12,468 0.015 < 0,001 -1.719 0.029 < 0,001

12 12.379 0.008 < 0,001 -1.694 0.014 < 0,001

46 12.471 0.016 < 0,001 1.729 0.035 < 0,001
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