
Modelando Datos Mediante

Distribuciones de Daño Acumulativo

Vı́ctor Leiva
Universidad de Valparáıso, Chile
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Preliminares
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Historia del modelo de Birnbaum & Saunders

La distribución Birnbaum-Saunders y su generalización han tenido
la siguiente evolución:

Davis (1952).

Epstein & Sobel (1953, 1954a, 1954b, 1955).

Birnbaum & Saunders (1958, 1968, 1969a, 1969b).

D́ıaz & Leiva (2005).
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Birnbaum & Saunders
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Implementación computacional de los modelo BS y BSG

El lenguaje R desarrollado originalmente por Ihaka & Gentleman
(1996) es un paquete de software de fuente abierta útil para
análisis y gráficos estad́ısticos que puede ser obtenido sin costo
desde http://www.R-project.org.

La distribución BS ha sido implementada por Leiva, Hernández &
Riquelme (2006) en código R en un paquete llamado bs disponible
desde CRAN (http://CRAN.R-project.org/).

La distribución BS generalizada ha sido implementada por Barros,
Paula & Leiva (2009) en código R en el paquete gbs también
disponible desde CRAN.

Detalles acerca de cómo descargar e instalar R y de los paquetes bs
y gbs serán revisados durante el desarrollo de este curso.
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Proceso de fatiga de materiales

La distribución Birnbaum-Saunders es también conocida como
distribución de vida de la fatiga. El proceso de fatiga de
materiales consta de las siguientes tres etapas:

i) Comienzo de una fisura imperceptible (P5-P10 de la vida útil).

ii) Crecimiento y propagación de la fisura producto del estrés
ćıclico y la tensión.

iii) Ruptura o falla del material debido a fatiga (evento puntual
que no ocupa tiempo).
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Justificación f́ısica

Considere un espećımen de material expuesto a una secuencia de
m cargas ćıclicas, digamos {li; i = 1, . . . ,m}. El esquema de carga
es el siguiente:

l1, l2, . . . , lm︸ ︷︷ ︸
Ciclo 1

lm+1, lm+2, . . . , l2m︸ ︷︷ ︸
Ciclo 2

. . . ljm+1, ljm+2, . . . , ljm+m︸ ︷︷ ︸
Ciclo (j+1)

esto es, ljm+i = lkm+i, con j 6= k.

Birnbaum & Saunders (1969a) supusieron que la carga es una
función unimodal y continua en un intervalo. Esta carga estresa el
material y lo debilita.
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Supuestos estad́ısticos

Explicado el entorno f́ısico, ahora se mencionan los supuestos
estad́ısticos dados por Birnbaum & Saunders (1969a):

(1) Un espećımen de un material está expuesto a cargas ćıclicas
que producen desgaste.

(2) La ruptura (falla) ocurre cuando el tamaño de la grieta excede
un umbral denotado por ω.

(3) La secuencia de cargas son las mismas de un ciclo a otro.

(4) El crecimiento de la grieta, Xi, debido a la carga li durante el
ciclo j-ésimo es una v.a.

(5) El tamaño total de la grieta, Yj , debido al ciclo j-ésimo es
también una v.a. con media µ y varianza σ2.

(6) Las v.a. Yi son independientes.
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Supuestos estad́ısticos (cont.)

La extensión de la grieta debido al ciclo (j + 1)-ésimo de carga es

Yj+1 = Xjm+1 + Xjm+2 + · · · + Xjm+m, j = 0, 1, 2, . . .

Bajo una aplicación repetitiva de n ciclos de cargas, el tamaño
acumulado de la grieta al final del ciclo n-ésimo está dado por

Zn =

n∑

i=1

Yi. (1)

Entonces, basados en Ecuación (1), los supuestos (5) y (6) y el
TLC, es posible establecer que Zn converge en distribución a una
normal con media nµ y varianza nσ2, cuando n → ∞.
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Supuestos estad́ısticos (cont.)

Sea N el número de ciclos requeridos hasta la falla. La fda de N ,
basada en el teorema de probabilidad total, es

P(N ≤ n) = P(N ≤ n,Zn > w) + P(N ≤ n,Zn ≤ ω)

= P(Zn > ω) + P(N ≤ n,Zn ≤ ω),

donde ω es el umbral dado en supuesto (2) . Note que
P(N ≤ n,Zn ≤ ω) > 0, ya que Zn ∼ N(nµ, nσ2), lo cual puede
despreciarse, tal que P(N ≤ n) ≈ P(Zn > ω). Aśı,

P(N ≤ n) ≈ P

(
Zn−nµ
σ
√

n
>ω−nµ

σ
√

n

)
=Φ

(√
ωµ
σ

[√
n

ω/µ −
√

ω/µ
n

])
, (2)

donde Φ(·) es la fda N(0,1).
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Génesis estad́ıstica (cont.)

Birnbaum & Saunders (1969a) usaron Ecuación (2) para definir
una distribución estad́ıstica continua idealizando la v.a.d. N
mediante la v.a.c. T , es decir, el número de ciclos hasta la falla fue
reemplazado por el tiempo hasta que la falla ocurre. Aśı, tomando

α = σ√
ωµ , β = ω

µ , y at(α, β) = 1
α

[√
t
β −

√
β
t

]
,

se obtiene FT (t) = Φ
(
at(α, β)

)
; t > 0, α >, β > 0,

la fda BS para el tiempo de vida de la fatiga con parámetros de
forma α y de escala β. Esto significa que

Z = 1
α

[√
T
β −

√
β
T

]
∼ N(0, 1).
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Variables de vida

Por lo general, en la literatura relacionada a métodos y modelos
estad́ısticos para datos de tiempos de vida se tiene que:

Variable de vida es una v.a. (T ) continua y positiva (T > 0).

Una variable de vida puede representar, por ejemplo, las horas de
funcionamiento de un motor. Sin embargo, una variable de vida
también puede medir:

Número de ciclos de carga de una bateŕıa hasta fallar.

Cantidad de kilómetros recorridos por un carro hasta fallar.

Resistencia de un material hasta su ruptura.

Cantidad de agua cáıda.

Concentración de un contaminante.

Entre otras.
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Datos de tiempos de vida

A continuación se discuten algunos conjuntos de datos no
negativos implementados en los paquetes bs y gbs llamados:

psi21, psi26, psi31 (Birnbaum & Saunders, 1969b).

bearings (McCool, 1974).

precipita, runoff (Folks & Chikkara, 1978).

biaxial (Rieck, 1989).

timerepair (Hsieh, 1990).

survivalpig (Kundu, Kannan & Balakrishnan, 2008).

air (Leiva, Barros, Paula & Sanhueza, 2008).

water (Leiva, Sanhueza & Angulo, 2009).
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Datos de tiempos de vida
Histogramas y estimación kernel mediante R para algunos datos:
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Datos de tiempos de vida

Histogramas producidos por el paquete gbs para datos de
Birnbaum-Saunders (1969b):

psi21

Fatigue life with maximum stress of 21.000 psi
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Codigos de los gráficos

Gráfico 1:

require(bs)

data(timerepair)

par(mfrow = c(3, 3))

hist(timerepair, breaks = 10, probability = TRUE)

lifetime <- density(timerepair, bw = bcv)

lines(lifetime, col = 4)

Gráfico 2:

require(bs)

data(psi31)

histgbs(psi31, mainTitle = psi31,

xLabel = Fatigue life with stress of 31 psi,

colourHistogram = 0, colourBoxPlot = 0)
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Distribución de vida

Una distribución de vida (life distribution) es un modelo de
probabilidad asociado con una variable de vida; ver Marshall &
Olkin (2007).

Una distribución de vida es en general:

Asimétrica.

Unimodal.

Positivamente sesgada.

De dos paramétros.

Poseedora de momentos de cualquier órden.
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Distribución de vida

Entre las distribuciones de vida más conocidas están:

La distribución exponencial.

La distribución lognormal.

La distribución Weibull.

La distribución gamma.

La distribución Birnbaum-Saunders.

La distribución Gaussiana inversa.
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Seleccionando una distribución (cont.)

La mayoŕıa de los modelos probabiĺısticos empleados para describir
datos de tiempos de vida pueden elegirse con base en:

I. Un argumento teórico (f́ısico) para el mecanismo de falla.

II. Un modelo que haya sido usado previamente con éxito.

Sin embargo, cualquiera sea la justificación para elegir una o
varias leyes de probabilidad como candidatas, la distribución
de vida que se escogerá para resolver el problema debe ser un
modelo lógico que haya superado pruebas de bondad de ajuste
y criterios de selección de modelos.
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Seleccionando una distribución (cont.)

Ejemplo de argumentos teóricos:

“Desgaste de tipo fase”, con tiempos exponenciales para cada
fase, justifica una distribución gamma o Erlang.

Tipo “valores extremos” justifica el uso de una distribución
Weibull.

“Degradación multiplicativa” justifica el uso de una
distribución lognormal.

“Tiempos de primer paso” justifica el uso de la distribución
Gaussiana inversa.

“Fatiga” o “daño acumulativo” justifica la distribución BS.
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Descriptores de distribuciones de vida

Una variable de vida T con fda FT (t) posee:

Densidad: fT (t) =
d

dt
FT (t), t > 0.

Función de confiabilidad: RT (t) = P (T > t) = 1 − FT (t), t > 0,

Tasa de fallas: hT (t) =
fT (t)

RT (t)
, t > 0, RT (t) > 0,

Tasa de fallas promedio: FRA(t) =
1

t

∫ t

0
hT (u) du, t > 0,

Confiabilidad condicionada: RT (t/x) =
RT (t + x)

RT (x)
, t > 0, x > 0, RT (x) > 0.

Tiempo medio hasta la falla: µ = E[T ] =
∫∞

0
RT (t)dt.

Vida media residual: µx = E[T |T > x] =

∫∞

x
RT (y) dy

RT (x)
, x > 0, RT (x) > 0.
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Tipos de datos de vida

Tipos muestreos:

Completo o no censurado.

Truncado.

Censurado.

Tipo I o por tiempo.
Tipo II o por fracción de fallas.
Tipo III (mezcla de tipo I y tipo II).
Tipo IV o aleatoria.
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Tipos de datos censurados

Por la izquierda: P(T < ti), para i ∈ L.

Por intervalos: P(ti−1 < T < ti), para i ∈ I.

Por la derecha: P(T > ti), para i ∈ C.

Falla: fT (ti), para i ∈ D.

Suponiendo observaciones independientes, la función de
verosimilitud se construye de la siguiente forma:

L(θ) =

[
∏

i∈L

F (ti)

] [
∏

i∈I

[
F (ti) − F (ti−1)

]
] [
∏

i∈C

R(ti)

] [
∏

i∈D

fT (ti)

]
.
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La Distribución Birnbaum-Saunders (BS)
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Distribuciones de vida de la fatiga

En este curso, las distribuciones de vida se centrarán en aquellas
que modelan vida para fatiga (fatigue life distributions).

Cuatro “fatigue life distributions” que pueden ser generadas
usando argumentos f́ısicos son:

La distribución BS.

La distribución gamma.

La distribución Gaussiana inversa.

La distribución lognormal.

Estos modelos se ajustan bien en el centro de la distribución de
vida, pero los extremos (colas) de la distribución ponen en duda la
decisión de seleccionar alguna de ellas.
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Seleccionando una distribución de vida de la fatiga

Los analistas generalmente están interesados en los percentiles
bajos o altos de la distribución de vida (por ejemplo, debido a
problemas de mantenimiento o de garant́ıa, dosis letales o
emergencia ambientales).
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Seleccionando una distribución de vida de la fatiga

Figura 2.1 compara las distribuciones de vida de la fatiga BS,
gamma, IG y LN mediante los datos psi31.
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Figura 2.1: gráficos para los modelos indicados usando psi31.
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Motivación y nuevas aplicaciones del modelo BS

Medicina: varios tipos de cáncer y enfermedades card́ıacas crónicas.

Calidad del aire: efecto acumulativo de contaminantes de la
atmósfera.

Calidad del agua: efecto acumulativo de nutrientes vegetales.

Neurociencias: producción de spikes en neuronas.

Salud pública: Mortalidad humana asociada con diversos factores.

Forestación: incidencia del diámetro de un árbol en su mortalidad.
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La distribución Birnbaum-Saunders

Existen dos forma de generar la distribución BS: uno f́ısico
(aproximado) y otro matemático (exacto).

El modelo BS corresponde a la distribución de la v.a.

T = β

[
αZ
2 +

√
α2Z2

2 + 1

]2

,

donde

Z = 1
α

[√
T
β −

√
β
T

]
∼ N(0, 1).

α > 0 es el parámetro de forma y β > 0 es el parámetro de escala y
la mediana de la distribución. Esto es denotado por T ∼ BS(α, β).
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La distribución Birnbaum-Saunders

Densidad BS:

fT (t) = 1√
2π

exp
(
− 1

2α2

[
t
β + β

t − 2
])

t−
3
2 [t+β]

2α
√

β
, t > 0.

Función de distribución BS:

FT (t) = Φ

(
1
α

[√
t
β −

√
β
t

])
, t > 0.

Función cuantil BS:

t(q) = β
4

[
αzq +

√
α2z2

q + 4
]2

donde zq es el cuantil q-ésimo N(0, 1). Si q = 0,5, entonces
t(0,5) = β, de este modo, el parámetro β es la mediana.
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La distribución Birnbaum-Saunders
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Figura 2.1: gráficos de la fdp y fda de la distribución BS.
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La distribución Birnbaum-Saunders

Propiedades BS:

1 c T ∼ BS(α, c β), con c > 0.

2 1/T ∼ BS(α, 1/β).

Propiedad 1 indica que la distribución BS pertenece a la familia de
escala.

Propiedad 2 indica que la distribución BS está en la familia cerrada
bajo rećıprocos (Saunders, 1974).

Estas dos propiedades son claves para el modelamiento estad́ıstico
y la estimación de momentos basados en la distribución BS.
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La distribución Birnbaum-Saunders

Momentos BS:

E [T n] = βn
n∑

j=0

(
2n

2j

) j∑

i=0

(
j

i

)
(2n − 2j + 2i))!

2n−j+i(n − j + i)!

[α
2

]2n−2j+2i
.

Media y varianza BS:

E[T ] = β

[
1 +

α2

2

]
y Var[T ] = β2α2

[
1 +

5

4
α2

]
.
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La distribución Birnbaum-Saunders

Confiabilidad y tasa de fallas BS:

RT (t) = Φ (−at(α, β)) y

hT (t) =
fT (t)

RT (t)
=

φ(at(α, β)) d
dtat(α, β)

Φ (−at(α, β))
.
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Figura 2.1: funciones de confiabilidad y riesgo de una distribución BS.
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La distribución Birnbaum-Saunders

Estimación de ML BS:

α̂ =

√
S

β̂
+

β̂

R
− 2 y β̂2 − β̂

[
k(β̂) + 2R

]
+ R

[
k(β̂) + S

]
= 0.

Estimación de momentos BS:

α̃ =

√√√√2

[√
S

R
− 1

]

y β̃ =
√

S R,

donde

S =
1

n

n∑

i=1

ti, R =
1

1
n

∑n
i=1

1
ti

y k(x) =
1

1
n

∑n
i=1

1
x+ti

.
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La distribución Birnbaum-Saunders

Estimación de MC BS:

FT (t) = Φ

(
1
α

[√
t
β −

√
β
t

])
⇒ t︸︷︷︸

y

= β︸︷︷︸
b

+ α
√

β︸ ︷︷ ︸
a

√
tΦ−1(FT (t))︸ ︷︷ ︸

x

,

donde Φ−1 es fda inversa N(0, 1). Aśı, ya que y ≈ b + ax,
graficando xi = p̄i vs. yi = ti, se tiene aproximadamente una ĺınea
recta de datos BS, y F̄ (ti) = [i − 0.3]/[n + 0.4]. Bondad de ajuste
puede basarse en el R2 de regresión cuando se ajusta [p̄i, ti], para
i = 1, . . . , n. Finalmente, α y β pueden estimarse usando el
método de ḿınimos cuadrados mediante

ᾱ =
b̄√
ā

y β̄ = ā.

Modelos de Daño Acumulativo Universidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009



1 2 3 4 5 References

Descarga e instalación del software R y del paquete bs
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El paquete bs

El paquete bs contiene las funciones probabiĺısticas:

> require(bs)

> dbs(3, alpha = 0.5, beta = 1.0, log = FALSE)

[1] 0.02133878

> pbs(1, alpha = 0.5, beta = 1.0)

[1] 0.5

> qbs(0.5, alpha = 0.5, beta = 2.5)

[1] 2.5

> rbs1(6, alpha = 0.5, beta = 1.0)

[1] 0.6138 1.1142 0.8761 1.2089 1.8756 1.9979

descriptores de distribuciones de vida, 3 generadores de números
aleatorios, 3 métodos de estimación (ML, momentos y ḿınimos
cuadrados) y varios métodos de bondad de ajuste (PP, QQ, KS y
cartas de ajuste basadas en momentos) y criterios de selección de
modelos basados en pérdida de información (AIC, BIC y HQ).
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Funciones del paquete bs

La instrucción > simulBsMle(100,0.5,1.0) simula 3 muestras
de n = 100 desde T ∼ BS(α = 0,5, β = 1,0), una para cada
generador implementado, calcula los estimadores ML de α y β, y
lleva a cabo bondad de ajuste para cada muestra. La siguiente
table resumen los resultados de este estudio.

MLE(alpha) MLE(beta) KS KS p-value

Sample1 0.66456 1.06143 0.06701 0.7603
Sample2 0.43454 0.93341 0.09310 0.3514
Sample3 0.60549 0.86124 0.08475 0.4692)
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Funciones del paquete bs (cont.)

La instrucción estimates <- est1bs(psi31) calcula el
estimadores ML de α y β y usa el estimador media-media como
valor de partida para β obteniendo en este caso:

> betaStartingValue

[1] 131.8193

> alpha

[1] 0.1703847

> beta

[1] 131.8188

> converge

[1] TRUE

> iteration

[1] 2

El comando indicatorsbs() calcula además de los estimadores
ML de α y β, los estimadores del CV, CS y CC del modelo BS.
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Funciones del paquete bs (cont.)

La instrucción: gmbs(psi31) estima α y β y construye a gráfico
tipo PP, donde α̂ = 0,1686, β̂ = 131,9224 y R2 = 0,9775. Figura 4
muestra este gráfico para psi31.
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Figura 2.1: gráfico tipo PP for la BS basado en psi31.

Modelos de Daño Acumulativo Universidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009



1 2 3 4 5 References

Funciones del paquete bs (cont.)

12 muestras fueron generadas para α = 0,2(0,2)2,4, las cuales
pueden representar, por ejemplo, datos diarios para cada mes
durante un año. Para cada muestra, estimaciones de los coeficiente
de sesgo y curtosis, β1 y β2, respectivamente, fueron obtenidas y
guardadas en los vectores x e y. Las instrucciones:

plot(x, y,

xlab = expression(beta*1)

ylab = expression(beta*2), col = 4)

fitbetabs(0.2, 2)

fitbetabs(2.4, 3)

permiten obtener cartas de ajuste que son mostradas en Figura 3.1.
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Funciones del paquete bs (cont.)
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Figura 2.1: carta β1-β2 for datos simulados.
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La Distribución Birnbaum-Saunders Generalizada
(BSG)
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Una motivación para la BSG

Para resolver el problema de ajuste en los percentiles bajos y altos
de la distribución de vida es necesario considerar modelos de vida
más flexibles (p.e. en curtosis) que los tradicionales.

0 20 40 60 80 100

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Index

C
i

BS distribution

0 20 40 60 80 100

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Index

C
i

BS−t distribution

Figura 3.1: gráfico de influencia de observaciones at́ıpicas.
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Distribuciones de contornos eĺıpticos

La familia de distribuciones contornos eĺıpticos es una clase de
distribuciones multivariadas cuyas densidades tienen la misma
forma eĺıptica que la distribución normal. Sin embargo, ellas
también incluyen distribuciones cuyas colas son más y menos
pesadas que la distribución normal. Además, la distribución normal
es un caso particular de esta familia.
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Figura 3.1: distribución normal bivariada.
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Figura 3.1: distribución normal bivariada.
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Distribuciones de contornos eĺıpticos

La familia de distribuciones contornos eĺıpticos es una clase de
distribuciones multivariadas cuyas densidades tienen la misma
forma eĺıptica que la distribución normal. Sin embargo, ellas
también incluyen distribuciones cuyas colas son más y menos
pesadas que la distribución normal. Además, la distribución normal
es un caso particular de esta familia.
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Figura 3.1: distribución normal bivariada.
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Distribuciones de contornos eĺıpticos

La familia de distribuciones contornos eĺıpticos es una clase de
distribuciones multivariadas cuyas densidades tienen la misma
forma eĺıptica que la distribución normal. Sin embargo, ellas
también incluyen distribuciones cuyas colas son más y menos
pesadas que la distribución normal. Además, la distribución normal
es un caso particular de esta familia.
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Figura 3.1: gráfico de contornos de una distribución normal bivariada.
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Distribuciones de contornos eĺıpticos

Para el caso unidimensional, las distribuciones eĺıpticas
corresponden a todas las distribuciones simétricas en R, las que se
caracterizan por sus parámetros:

De posición, µ,

De escala, σ2, y

Una función generadora de densidades o kérnel, g.

La notación usada en este caso es: X ∼ EC(µ, σ2; g).

En este curso se consideran distribuciones esféricas en R:

Z = X−µ
σ ∼ EC(0, 1; g) ≡ S(g).
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Distribuciones simétricas

Sea Z ∼ S(g). Entonces,

Densidad simétrica

fZ(z) = c g(z2); z ∈ R, (3)

donde g(·) es el kérnel de tha fdp de Z y c es una constante de
normalización, tal que

∫ +∞
−∞ g(z2) dz = 1/c.

Función de distribución simétrica

FZ(z) = P(Z ≤ z) = 1 − FZ(−z), z ∈ R.

la cual es útil para calcular los percentiles de la distribución de Z,
obtener números aleatorios y realizar pruebas de bondad de ajuste.
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Distribuciones simétricas

Tabla 4.1: kernel (g) y constantes de normalización (c) de Z ∼ S(g).

Distribución Notación c g = g(u), u > 0

Tipo Kotz (KT) KT(q, r, s) s r
2q−1

2s

Γ
(

2q−1

2s

) uq−1 exp (−rus) , q > 1
2
, r, s > 0

Pearson VII (PVII) PVII(q, r)
Γ(q)

[rπ]
1

2 Γ(q− 1

2
)

[
1 + u

r

]−q
; q > 1

2
, r > 0

Loǵıstica III (LIII) LIII(q)
Γ(2q)

[Γ(q)]2
[exp(

√
u)]q

[1+exp(
√

u)]2q ; q > 0

Algunos casos particulares de las distribuciones especificadas en Tabla 4.1 son:

La distribución loǵıstica es LIII(q = 1).

La distribución normal, N(0, 1), es KT(q = 1, r = 1
2
, s = 1).

La distribución exponencial potencia, EP(ν), es KT(q = 1, r = 1
2
, s = ν),

siendo ν > 0 un parámetro de forma.

La distribución t-Student con ν grados de libertad, t(ν), es
PVII(q = ν+1

2
, r = ν), siendo ν > 0 un parámetro de forma.
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Distribución Birnbaum-Saunders generalizada

Basados en

Z = 1
α

[√
T
β −

√
β
T

]
∼ N(0, 1).

D́ıaz-Garćıa y Leiva (2005) supusieron que

Z = 1
α

[√
T
β −

√
β
T

]
∼ S(g),

donde g es la función generadora de densidades de una distribución
simétrica en R. Con lo cual se consigue que

T = β

[
αZ
2 +

√
α2Z2

2 + 1

]2

∼ BSG(α, β; g), α > 0, β > 0.
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Densidad BSG

Sea T ∼ BSG(α, β; g). Entonces,

Densidad BSG:

fT (t) = c g

(
1

α2

[
t

β
+

β

t
− 2

])
t−3/2[t + β]

2αβ1/2
, t > 0.

donde c y g(·) son la constante de normalización y kernel de la
distribución Z ∼ S(g).

Observación:

La distribución BSG obtenida a partir de una distribución normal
estándar coincide con la distribución Birnbaum-Saunders clásica.
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Casos especiales BSG

La distribución BSG puede ser obtenida desde los kérnels:

Cauchy.

Laplace o exponencial doble.

Loǵıstica.

t-Student.

Exponencial potencia.

Normal (BS clásica).

Motivación:

Esta extensión consigue hacer la curtosis de la distribución BS
clásica flexible.
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Curtosis BSG flexible
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Figura 4.5: coeficiente de curtosis de las distribuciones t-Student y EP
v/s normal estándar.
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Dos casos BSG particulares

Densidad de una distribución BSG (caso t-Student):

fT (t) =
Γ
(

ν+1
2

)

(νπ)
1
2 Γ
(

ν
2

)
[
1 +

1

να2

[
t

β
+

β

t
− 2

]]− ν+1
2 t−

3
2 [t + β]

2αβ
1
2

con t > 0, α > 0, β > 0 y ν > 0.

Densidad de una distribución BSG (caso EP):

fT (t) =
ν

2
1
2ν Γ

(
1
2ν

) exp

(
− 1

2α2ν

[
t

β
+

β

t
− 2

]ν) t−
3
2 [t + β]

2αβ
1
2

con t > 0, α > 0, β > 0 y ν > 0.
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Dos casos BSG particulares

0 1 2 3 4

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

t

f(
t)

0 1 2 3 4

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

t

f(
t)

0 1 2 3 4

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

t

f(
t)

PE(2.0) 
PE(0.5) 
N(0,1) 

(a) EP

0 1 2 3 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

t

f(
t)

0 1 2 3 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

t

f(
t)

0 1 2 3 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

t

f(
t)

t(3) 
t(5) 
N(0,1) 

(b) t-Student

Figura 4.6: gráficos de densidades de la distribución BSG para α = 0,5 y
β = 1,0, obtenidas desde distribuciones EP y t-Student para los valores
que se indican.
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Propiedades de la distribución BSG

Sea T ∼ BSG(α, β; g). Entonces,

Propiedades BSG:

1 Z =
[√

T/β −
√

T/β
]
/α ∼ S(g).

2 c T ∼ BSG(α, c β; g), con c > 0.

3 1/T ∼ BSG(α, 1/β; g).

4 La fda de T es FT (t) = FZ (at(α, β)), donde FZ(·) es la fda
de Z ∼ S(g) y at(α, β) =

[√
t/β −

√
β/t
]
/α.

5 La función cuantil de T es t(q) = [β/4]
[
αzq +

√
α2 z2

q + 4
]2

,

donde zq es el cuantil q-ésimo de Z ∼ S(g). Aqúı β es
también la mediana .
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Inferencia en la distribución BSG

Sea T ∼ BSG(α, β; g). Entonces,

La estimación de los parámetros α y β de la distribución BSG se
puede llevar a cabo mediante el método verosimilitud máxima
usando métodos numéricos.

Para una cierta clase de distribuciones BSG, el algoritmo EM
puede ser implementado.

Los parámetros adicionales de la distribución BSG (diferentes a α y
β) pueden fijarse o ser obtenidos mediante alguna información
proporcionada desde los datos.
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Un paquete R llamado gbs

Barros, Paula & Leiva (2009) desarrollaron el paquete gbs

disponible desde CRAN (http://CRAN.R-project.org/), el cual
contiene las funciones probabiĺısticas:

> require(gbs)

> dgbs(3, alpha = 1.0, beta = 1.0, nu = 1.0, kernel = normal)

[1] 0.07883672

> pgbs(.75, alpha = 1.0, beta = 1.0, nu = 1.0, kernel = normal)

[1] 0.386415

> qgbs(0.5, alpha = 1.0, beta = 1.0, nu = 1.0, kernel = normal)

[1] 1

indicadores de tiempos de vida, 1 generador de números aleatorios,
1 método de estimación para datos no censurados y otro para
datos censurados y métodos de bondad de ajuste y diagnóstico de
influencia.
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El paquete gbs (cont.)

Este paquete tiene 4 funciones para estimar los parámetros de
distribuciones BSG, los cuales son:

BS: mlebs() o mlegbs(),

BS-lap y BS-logis: mlegbs() y

BS-tν: mlebstNuFixed() o mlebst().
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El paquete gbs (cont.)

Un ejemplo del uso de este paquete basado en datos no censurados
psi31 es:

(a) Análisis exploratorio de datos. La instrucción:

descriptiveSummary(psi31)

nos permite obtener Tabla 3.2 (la moda de los datos puede
tambiñen ser calculada usaando este comando).

Table 3.2: estad́ıstica descriptiva para psi31.

Mediana Media D.E CV CS CC Rango Min. Max. n

133.00 133.73 22.36 16.72 % 0.33 0.97 142 70 212 101
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El paquete gbs (cont.)

La instrucción:

histgbs(psi31,
mainTitle = ””,
xLabel = ”Lifetimes with maximum stress of 31.000 psi”,
yLabel = ”Density”,
yRange = c(0, 0.02),
kernel = ”t”,
colourHistogram = 4,
colourBoxPlot = 4,
density = T)

produce simultáneamente un box-plot y un histograma para psi31

y ajusta la fdp BSG correspondiente. (El box-plot puede suprimirse
con la instrucción boxPlot = FALSE.) Figura 4.3 muestra estos
gráficos.
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El paquete gbs (cont.)
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Figura 4.6: histograma y box-plot para psi31.
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El paquete gbs (cont.)

(b) Estimación. Las instrucciones:

estimates <- mlebst(psi31)
estimates
alpha <- estimates$alphaEstimate
beta <- estimates$betaEstimate
nu <- estimates$nuOptimal
loglikelihood <- estimates$logLikelihood

permiten eligir automáticamente el valor de ν que maximiza la
función de verosimilitud y calcular los EMV de α y β del modelo
BS-tν . Estos resultados son guardados en la variable estimates.
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El paquete gbs (cont.)
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Figura 4.6: función de
log-verosmilitud para el modelo
BS-tν versus ν basado en psi31.

Obtaining:

$alphaEstimate
[1] 0.1474941

$betaEstimate
[1] 132.4927

$nuOptimal
[1] 8

$logLikelihood
[1] 455.6816
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El paquete gbs (cont.)

(c) Diagnóstico. La instrucción:

diagnosticsgbs(psi31, kernel = ”normal”, method = “conformal”)
title(main = ”BS distribution”)

produce uno de los gráficos de Figura 3.5, el cual muestra la
robustez de los EMV de los parámetros del modelo BS-t8.
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Figure 3.5: gráfico ı́ndice de influencia local conforme.
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El paquete gbs (cont.)

Las instrucciones:

rcgbs(psi31, casesRemoved = 1, kernel = ”t”)
rcgbs(psi31, casesRemoved = 1, kernel = ”normal”)

permiten calcular los cambios relativos (CR) en porcentaje de cada
parámetro estimado definido como

CRθj
=

∣∣∣∣∣
θ̂j − θ̂j(I)

θ̂j

∣∣∣∣∣× 100%, j = 1, 2,

donde θ̂j(I) denota los EMV de θj , con θ1 = α y θ2 = β, después
de eliminar el conjunto I de casos. Tabla 3.3 presenta los resultados
de los códigos anteriores.
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El paquete gbs (cont.)

Table 3.3: CR para los parámetros de algunos models BSG para psi31.

BS-t8 BS

Caso(s) removido α̂ β̂ α̂ β̂

{1} 5.86 0.16 6.95 0.67
{2} 2.22 0.30 2.09 0.39
{100} 2.18 0.27 2.30 0.40
{101} 0.64 0.36 3.57 0.49

{1, 2, 100, 101} 3.77 0.31 16.13 0.17
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El paquete gbs (cont.)

(d) Estimación con datos censurados. Las instrucciones:

pc <- 20
status <- c(rep(1, floor((length(psi31) - pc) * (length(psi31)) / 100)),

rep(0, (floor(pc * (length(psi31)) / 100))))

mlegbsc(psi31, status)

permite calcular los EMV de los parámetros α y β de las
distribuciones BS-tν con datos censurados. Tabla 3.4 presenta
estos resultados.

Table 3.4: EMV de α y β y prueba KS para los modelos indicados.

Modelo α̂ β̂ KS (valor-p)

BS-t2 0.134 132.143 0.083 (p = 0,492)
BS-t4 0.161 133.062 0.058 (p = 0,884)
BS-t8 0.179 133.860 0.084 (p = 0,481)
BS-t20 0.193 134.422 0.101 (p = 0,254)
BS-t100 0.202 134.708 0.110 (p = 0,173)
BS 0.205 134.771 0.112 (p = 0,156)
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El paquete gbs (cont.)

(e) Bondad de ajuste con datos censurados. Las instrucciones:

nuFixed = 4
ksgbsc(psi31, status,

kernel = ”t”,
graph = TRUE,
xLabel = “Lifetimes with maximum stress of 31.000 psi”,
yLabel = “Cumulative distribution function”)

llevan a cabo bondad de ajuste basada en la prueba KS y
proporcionan una figura que muestra la coherencia entre fda
emṕırica y la fda BS-t4 teórica. Tabla 3.4 y Figura 3.6 presentan
estos resultados.
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El paquete gbs (cont.)
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Figure 3.6: fda emṕırica vs. fda BS-t4 teórica para psi31c20.

Modelos de Daño Acumulativo Universidad de La Frontera, Temuco, Chile, 2009



1 2 3 4 5 References

Distribución Senh-normal
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Distribución senh-normal (SN)

Rieck & Nedelman (1989) desarrollaron la distribución
senh-normal.

Caracteŕısticas:

Simétrica.

Presenta grados de curtosis mayores y menores que el modelo
normal.

Admite unimodalidad y bimodalidad.

Tiene como caso particular la distribución
log-Birnbaum-Saunders (log-BS).
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Distribución senh-normal

La distribución SN se obtiene mediante la transformación

Y = γ + σarcsinh

(
αZ

2

)
,

donde Z ∼ N(0, 1), α > 0 es el parámetro de forma, γ ∈ R es el
parámetro de posición y σ > 0 es el parámetro de escala. En este
caso, la notación Y ∼ SN(α, γ, σ) es usada. La fdp de Y es

fY (y) = φ

(
2

α
sinh

(
y − γ

σ

))
2 cosh([y − γ]/σ)

ασ
, y ∈ R.
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Distribución senh-normal

Función de distribución SN

FY (y) = Φ

(
2

α
sinh

(
y − γ

σ

))
, y ∈ R.

Función cuantil SN

y(q) = F−1
Y (q) = γ + σ arcsinh

(αzq

2

)
,

donde zq es el cuantil de orden q de la v.a. Z ∼ N(0, 1).

Función de confiabilidad

RY (y) = Φ

(
− 2

α
sinh

(
y − γ

σ

))
.
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Distribución senh-normal

Tasa de fallas

hY (y) =
2φ
(

2
α sinh

(y−γ
σ

))
cosh

(y−γ
σ

)

ασΦ
(
− 2

α sinh
(y−γ

σ

))

Función generadora de momentos

m(s) = exp(γ s)

[
Ka(δ

−2) + Kb(δ
−2)

2K 1
2
(δ−2)

]

,

donde a = σs+1
2 , b = σs−1

2 y K(·) es la función de Bessel
modificada de tercer tipo definida por

Kλ(v) =
1

2

[v
2

]λ ∫ ∞

0
u−λ−1 exp

(
−u − v2

4u

)
du.
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Distribución senh-normal
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Figure 3.6: gráficos de densidades de la distribución SN para los valores
indicados.
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Distribución senh-normal

Rieck & Nedelman (1991) probaron que si T ∼ BS(α, β), entonces

Y = log(T ) ∼ SN(α, γ, σ = 2),

donde γ = log(β). Aśı,

MY (s) = E[exp(sY )] = E[T s].

De esta manera, los momentos de cualquier orden de la
distribución Birnbaum-Saunders pueden ser calculados a partir de
la función generadora de momentos de la distribución SN.
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Modelos de regresión BS
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Modelo de regresión BS con datos no censurados

Caracteŕısticas:

Sean T1, T2, . . . , Tn v.a. independientes tal que Ti∼ BS(αi, βi),
para i = 1, 2, . . . , n. Admitamos que la distribución de cada v.a. Ti

depende de un vector de p variables explicativas
x
⊤
i

= [xi1, xi2, . . . , xip], en otras palabras, asuma que

1 βi = exp(x⊤
i
η), para i = 1, 2, . . . , n, donde

η = [η1, η2, . . . , ηp]
⊤ es un vector de parámetros desconocidos;

2 El parámetro de forma αi no depende del vector de
covariables x

⊤
i
, esto es, αi = α, para i = 1, 2, . . . , n.
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Modelo de regresión BS con datos no censurados

Los supuestos anteriores combinados con la propiedad de
proporcionalidad de la distribución BS (familia de escala) implican

Ti = exp(x⊤
i η)δi ∼ BS(α, exp(x⊤

i η)),

donde δi∼ BS(α, 1), para i = 1, 2, . . . , n. Considerando
yi = log(Ti), se obtiene

yi = x
⊤
i η + log(δi),

para i = 1, 2, . . . , n. Esto quiere decir que estamos en presencia de
un modelo de regresión log-lineal para la distribución BS cuya
componente aleatoria ǫi es igual a log(δi).
Ahora, usando la relación entre las distribuciones BS y SN, se
concluye que

ǫi = log(δi)∼ SN(α, 0, 2), i = 1, 2, . . . , n.
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Modelo de regresión BS con datos no censurados

Modelo de regresión
yi = x

⊤
i η + ǫi, (4)

donde yi son las respuestas observadas para la i-ésima unidad
experimental, η = [η1, η2, . . . , ηp]

⊤ es un vector de parámetros
desconocidos a ser estimado, x

⊤
i = [xi1, xi2, . . . , xip]

⊤ son valores
observados de p covariables y εi∼ SN(α, 0, 2) es rel térmico del
error del modelo, para i = 1, . . . , n.

Este modelo de denomina regresión log-Birnbaum-Saunders y
estamos interesados en estimar el vector θ = [η⊤, α]⊤.
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Modelo de regresión BS con datos no censurados

El logaritmo de la función de verosimilitud del modelo (4) para
θ = [α,η⊤]⊤ posee la siguiente forma:

ℓ(θ) =

n∑

i=1

log

(
1

α
√

2π
cosh

(
yi − γi

2

)
exp

(
− 2

α2

[
sinh

(
yi − γi

2

)]2))

∝
n∑

i=1

log (ξi1) −
1

2

n∑

i=1

ξ2

i2,

donde

ξi1 =
2

α
cosh

(
yi − γi

2

)
, ξi2 =

2

α
sinh

(
yi − γi

2

)
, (5)

y γi = x⊤i η, para i = 1, 2, . . . , n.
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Modelo de regresión BS con datos no censurados

Las funciones escore para α y ηj, para j = 1, . . . , p, están dadas,
respectivamente, por

L̇α =
1

α

n∑

i=1

[
ξ2
i2 − 1

]

y

L̇ηj
=

n∑

i=1

[
xij

α2
sinh(yi − γi) −

xij

2
tanh

(
yi − γi

2

)]
, j = 1, . . . , p.
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Modelo de regresión BS con datos no censurados

La inferencia asintótica para el vector de parámetros θ = [η⊤, α]⊤

se puede basar en la normalidad asintótica el EMV θ̂, dada por

θ̂ ∼̇ Np+1(θ,Σθ̂),

donde Σθ̂ es la matriz de varianzas-covarianzas de θ̂ que puede ser

aproximada por la matriz de información observada −L̈
−1

y
obtenida a partir de

L̈ =




L̈ηη L̈ηα

L̈αη L̈αα



 =




X⊤VX X⊤k

k⊤X
1

α2

n∑

i=1

[
1 − 3 ξ2

i2

]



 , (6)
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Modelo de regresión BS con datos no censurados

Donde V = diag{v1(θ), . . . , vn(θ)} e k = [k1, k2, . . . , kn]⊤, con

vi(θ) =
1

4

[
sech

(
yi − γi

2

)]2

− 1

α2
cosh(yi − γi), (7)

y

ki = − 2

α3
sinh (yi − γi) , i = 1, 2, . . . , n.

Una región de confianza del 100 × [1 − ̺]% aproximada para el
parámetro θ puede ser obtenida mediante

R ≡
{

θ ∈ R
p+1:[θ − θ̂]⊤Σ

−1

θ̂
[θ − θ̂] ≤ χ2

1−̺(p + 1)
}

,

donde χ2
1−̺(p + 1) denota el (1 − ̺)-ésimo percentil de la

distribución chi-quadrado con p + 1 grados de liberdad.
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Modelo de regresión BS con datos censurados

Considere le modelo de regresión log-BS dado por

yi = x
⊤
i η + ǫi, (8)

donde yi es le logaritmo del tiempo de sobrevivencia o del tiempo
de censura para a i-ésima unidad experimental,
η = [η1, η2, . . . , ηp]

⊤ es el vector de parámetros desconocidos a
ser estimados, x

⊤
i = (xi1, xi2, . . . , xip, ) son observaciones de p

variables explicativas y ǫi ∼ SN(α, 0, 2).

Suponga una censura no informativa y que los tiempos de
sobrevivencia y de censura son independentes. Denote por D y C
el conjunto de indiv́ıduos para los cuales yi es el logaritmo del
tiempo de sobrevivencia o el logaritmo del tiempo de censura,
respectivamente.
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Modelo de regresión BS con datos censurados

El logaritmo de la función de verosimilitud total del modelo (8)
para θ = [α,η⊤]⊤ posee la siguiente forma:

ℓ(θ) ∝
∑

i∈D

[
log(ξi1) −

ξ2
i2

2

]
+
∑

i∈C

log (Φ(−ξi2)) , (9)

donde ξi1, ξi2 y γi, para i = 1, 2, . . . , n, están dadas en la Ecuación
(5).

Las funciones escore para α y ηj, para j = 1, . . . , p, son,
respectivamente,

L̇α =
1

α

[
∑

i∈D

[
ξ2
i2 − 1

]
+
∑

i∈C

ξi2 h(ξi2)

]
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Modelo de regresión BS con datos censurados

L̇ηj
=
∑

i∈D

[
xij

α2
sinh(yi − γi) −

xij

2
tanh

(
yi − γi

2

)]
+
∑

i∈C

xijξi1h(ξi2)

2
,

donde h(ξi2) = φ(ξi2)
1−Φ(ξi2) , con φ(·) y Φ(·) denotando la fdp y la fda

N(0, 1), respectivamente.
A matriz de información de Fisher observada es

L̈ =

[
L̈ηη L̈ηα

L̈αη Lαα

]
=




X⊤VX X⊤k

k⊤X tr(G)



 , (10)
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Modelo de regresión BS con datos censurados

Donde V = diag{v1(θ), v2(θ) . . . , vn(θ)},
K = [k1(θ), k1(θ), . . . , kn(θ)]⊤ e G = diag{g1(θ), . . . , gn(θ)},
con

vi(θ) =






1
4

[
sech

(yi−γi

2

)]2 − 1
α2 cosh(yi − γi), i ∈ D;

−1
4ξi2 h(ξi2) − 1

4ξ2
i1h

′(ξi2), i ∈ C;

(11)

ki(θ) =






− 2
α3 sinh(yi − γi), i ∈ D;

− 1
2αξi1 h(ξi2) − 1

α3 sinh(yi − γi)h
′(ξi2), i ∈ C;
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Modelo de regresión BS con datos censurados

y

gi(θ) =






1
α2 − 3ξ2

i2
α2 , i ∈ D;

− 2
α2 ξi2 h(ξi2) − 1

α2 ξ2
i2h

′(ξi2), i ∈ C;
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Influencia local

El método de influencia local tiene como objetivo principal evaluar
cambios en los resultados del análisis cuando pequeñas
perturbaciones son incorporadas al modelo y/o a los datos. Si esas
perturbaciones causaran efectos desproporcionales, esto puede ser
indicio de que el modelo está mal ajustado o que puedan existir
violaciones serias de los supuestos en que se basa el modelo.
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Influencia local

Cook (1986) propuseo estudiar el comportamento de la función

LD(ω) = 2
[
ℓ(θ̂) − ℓ(θ̂ω)

]
, (12)

en una vecindad del vector sin perturbar, ω0.

EL procedimento consiste en selecionar una direción unitaria, l, tal
que ||l|| = 1, y entonces considerar el gráfico de LD(ω0 + a l)
versus a, con a ∈ R. Ese gráfico es denominado la ĺınea
proyectada. Cada ĺınea proyectada puede caracterizarse mediante la
curvatura normal Cl(θ) en torno de a = 0.

Una sugerencia es considerar la dirección lmáx correspondiendo la
curvatura máxima Clmáx

(θ).
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Influencia local

Cook (1986) mostró que la curvatura normal puede ser expresada
en forma geral como

Cl(θ) = 2
∣∣∣l⊤∆

⊤L̈
−1

∆l

∣∣∣ , (13)

donde ∆ es una matriz (p + q) × n que depende del esquema de
perturbación usado, cuyos elementos son

∆ji =
∂2ℓ(θ|ω)

∂θj∂ωi
, i = 1, 2, . . . , q, j = 1, 2, . . . , p + 1,

con todas las cantidades siendo evaluadas en ω = ω0 y θ = θ̂.
Entonces, Clmáx

es le mayor autovalor de la matriz

B = ∆
⊤L̈

−1
∆

y lmáx es el autovector correspondiente.
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Análisis de residuos

El residuo componente de desv́ıo se define por

rDCi
= sign(yi − γ̂i)

√
2 [ℓi(θ̂S) − ℓi(θ̂)], i =, 1, 2, . . . , n,

Davison y Gigli (1989) definieron el residuo componente de desv́ıo
para datos censurados como

r
DCi

= sign(yi − γ̂i)

√
−2 log

(
R̂Y (yi)

)
, i =, 1, 2, . . . , n, (14)

donde R̂Y (yi) es el EMV de la función de confiabilidad.
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Análisis de residuos

Considerando α fijo o conocido y α < 2, se tiene que el residuo
componente de desv́ıo para el modelo de regresión
log-Birnbaum-Saunders es

rDCi
=






sign(yi − γ̂i)

√
−2 log

(
cosh

(
yi−γ̂i

2

))
+ 2

α̂2

[
sinh

(
yi−γ̂i

2

)]2
, i ∈ D;

sign(yi − γ̂i)

√
−2 log

(
Φ
(
− 2

α̂
sinh

(
yi−γ̂i

2

)))
, i ∈ C.
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Análisis de residuos

Therneau, Grambsch y Fleming (1990) introdujeron el residuo
componente de desv́ıo en procesos de conteo usando
básicamente residuos martingala.

Los residuos martingala son asimétricos y asumen un valor
máximo en +1 y un valor ḿınimo en −∞.

Los residuos martingala pueden expresarse como
r

Mi
= δi + log[R̂(yi)], con δi = 0 indicando si la observación

es censurada y δi = 1 si no lo es.
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Análisis de residuos

El residuo martingala para modelos de regresión log-BS asume
la forma

r
Mi

= δi + log

{
1 − Φ

[
2

α̂
sinh

(
yi − γ̂i

2

)]}
.

El residuo componente de desv́ıo propuesto por Therneau,
Grambsch y Fleming (1990) es una transformación del reśıduo
martingala con la finalidad de atenuar la asimetŕıa.
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Ilustración 1

Considere los datos de fatiga biaxial reportados por Brown y Miller
(1978), donde la respuesta, N , es el número de ciclos hasta que
ocurre la falla y la variable independiente, W , es el esfuerzo por
ciclo (medida en MJ/m3). Se estudiaron 46 observaciones para
establecer un modelo adecuado de predicción, las que se presentan
en el Cuadro 5.
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Ilustración 1

W N W N W N W N

11,5 3280 24,0 804 40,1 750 60,3 283
13,0 5046 24,6 1093 40,1 316 60,5 212
14,3 1563 25,2 1125 43,0 456 62,1 327
15,6 4707 25,5 884 44,1 552 62,8 373
16,0 977 26,3 1300 46,5 355 66,5 125
17,3 2834 27,9 852 47,3 242 67,0 187
19,3 2266 28,3 580 48,7 190 67,1 135
21,1 2208 28,4 1066 52,9 127 67,9 245
21,5 1040 28,6 1114 56,6 185 68,8 137
22,6 700 30,9 386 59,9 255 75,4 200
22,6 1583 31,9 745 60,2 195 100,5 190
24,0 482 34,5 736

Table 3.4: Datos de fatiga biaxial de Brown y Miller (1978).
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Ilustración 1
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Figure 3.6: Diagramas de dispersión de W versus N (a), W versus log(N)
(b), log(W) versus N (c) y log(W) versus log(N) (d).
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Ilustración 1

µlog(Ni) = β0 + β1 log(Wi), i = 1, 2, . . . , 46, donde µlog(Ni)

es la media del logaritmo de Ni.

EMV de β = [β0, β1]
⊤ son (con sus errores estándar entre

paréntesis)

β̂0 = 12,289(0,406) y β̂1 = −1,673(0,113).

Los coeficientes β0 y β1 son estad́ısticamente significativos,
con valores-p de 4,17416054E-31 y 9,92861E-19,
respectivamente.

Ecuación de predicción

µ̂log(Ni) = 12,289 − 1,673 log W.
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Ilustración 1

Table 3.4: Cambios relativos en el vector η̂ después de eliminar las
observaciones indicadas.

Caso eliminado η̂0 CR p-value η̂1 CR Valor-ps

Ninguno 12.280 0.000 < 0,001 -1.671 0.000 < 0,001

2 12.123 0.013 < 0,001 -1.630 0.025 < 0,001

3 12.406 0.010 < 0,001 -1.703 0.019 < 0,001

4 12.085 0.016 < 0,001 -1.620 0.031 < 0,001

5 12.468 0.015 < 0,001 -1.719 0.029 < 0,001

12 12.379 0.008 < 0,001 -1.694 0.014 < 0,001

46 12.471 0.016 < 0,001 1.729 0.035 < 0,001
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Fin

Muchas Gracias
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