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1. Introduccion

Normalmente, por motivos histéricos, y de acuerdo d itinerario seguido por la humanidad
en lainvencion de latrigonometria, se estudian primero |as razones trigonométricas y pos-
teriormente las funciones trigonomeétricas; cuestiones que de hecho son la misma cosa.

2. Lasrazonestrigonométricas. los modelos estéticos

Dado un triangulo ABC se pueden definir seis razones trigonométricas entre sus lados,
para cada uno de sus angulos agudos. En la siguiente tabla se definen dichas razones para
el angulo « descrito enlaFigura 1.
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Figural
cateto opuesto  a
senqg = ———————— = —
hipotenusa c
cateto adyacente b
cosa = - =-
hipotenusa c
cateto opuesto a
tan a = = -
cateto adyacente b
hipotenusa c
cscax = ——— = —
cateo opuesto  a
hipotenusa c
seca = = -

cateto adyacente b



cateto adyacente b
cot a = = -
cateto opuesto a

Ejemplo 1

Considereel tridngulo recténgulo delaFiguraly supongaquelos catetos menor, mayor
e hipotenusa miden 8, 15y 17 centimetros respectivamente. Halle el valor aproximado (a
un decimal por defecto) de seno, coseno y tangente del angulo «.
Solucion. De acuerdo alas definiciones dadas resulta que

8 15 8
a) sena—1—7~0.4 b) cosa—1—7~0.6 c)tga—1—5~0.5

En lo que sigue estudiaremos algunas propiedades de |as razones trigonométricas que
nos permitiran resolver una gran variedad de problemas de otras disciplinas.

Ejemplo 2
En e triangulo rectangulo ABC de la Figura 2 se tiene que sen 28 = cos 620 =
2, tan 280 = cot 62° = %, sec 280 = csc 620 = £
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Figura 2

A las funciones seno y coseno; tangente y cotangente; secante y cosecante, selesllama
cofunciones aunade laotra.

D las relaciones entre los lados del tridngulo, se desprenden las siguientes relaciones
entrelasfunciones. Considerando €l triangulo rectangulo ABC, delaFigura l, setiene:

a 1 1
a) sena = — ==
c £ csca
b 1 1
b) cosa = -=—-=
c § seca
)t a 1 1
C (0% = - = = =
g b L cota
Del mismo tridngulo se obtiene también que:
sen« ajc  a
= —_— = = t
) Cos b/c b g
)cosa _ %:chtga
sen« alc a



Estas igualdades entre funciones se laman identidades trigonométricas. Lo que define a
una identidad trigonométrica es que laigualdad propuesta es cierta para todos los angulos
del dominio de lafuncién. En este caso para todos los angulo agudos.
Ejemplo 3

Considereentriangul o rectangulo ABC delaFigura3y demuestreque sen?a+cos? a =
1.

B
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Figura 3

Solucién. El teoremade Pitégorasnosaseguraquea?+b* = ¢2. Dividiendo estaexpresion
por c? resulta

esto significa que

Dd mismo triangul o se deduce que:
a

.. a 2
i) sena = — , por lo tanto sen’a = (—)
c c

b ) b\ >
1i1) cos a = —, por lotanto cos“a = | -
C C
Reemplazando lasigualdades ii) y iii) en laexpresion i) se obtiene que
(¥) sen®a +cos’a =1
Laidentidad (*) significa que laigualdad se mantendra, cualquiera que sea el angulo « al
cua se le apliquen ambas funciones.
Conviene aclarar algunas convenciones de notacién. Asi por gemplo
a) sena = (sena)” b) cos" a = (cos a)" ¢) tg"a = (tga)”
Deta modo que, en particular, setiene que
a) sen’a = (sena)? b) cos’a = (cos )? ¢) tg’a = (tga)?
Asi por giemplo, de (sen 18°)2 + (cos 18%)?, resulta:
(sen 18%)% + (cos 18°)% ~ (0.309)% + (0.951) = 0.0954 + 0.9044 = 1



3. Ejerciciospropuestos

1 Considere un tridngulo rectangulo de lados 3, 4 y 5 cms. Calcule las seis razones
trigonométricas de los angul os agudos.

2 Halle los valores de las funciones trigonométricas de los angulos « y 3 del triangulo
rectdngulo de laFigura 3.

3 Determinalos valores de todas | as funciones trigonométricas del angulo «, de un trian-
gulo rectangulo, dado que sen o =

4 Hallelos valores de todas las funciones trigonométricas del angulo «, de un triangulo
rectangulo, si cos a = 0.5

5 Considere d tridngulo rectangulo de laFigura 4 y verifique las igualdades siguientes

a) sena-cscaa=1 b) cosa-seca=1 ¢) tga-ctga=1
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Figura 4

6 \erifique con el software DERIVE que:
a) sen?32° +cos?32° = 1 b) sen?58" + cos? 58" =1
c) sen*17°35 +cos? 17°35 = 1 d) sen®1Y +cos?1° =1
7 Hagaun resumen de las identidades trigonométricas béasicas estudiadas en el Ejemplo
2 y demuestre la veracidad de las siguientes igual dades

a) 1+ ctg?xr = csc?x b)1 +tg?z = sec’x C) sec T+ ctg x = csc x
C)ctgx+sec v-senx=1 d)(1—cos?x)cscx=1 f)(1—sen?r)seca=1

0) cosvy/ctg?r + 1 = VescZz — 1 h) tgx — ctg?x = sec? v — csc’ v

4. Razonesde angulos especiales

En una gran cantidad de problemas es necesario comocer los valores de las funciones
trigonométricas para angulos de 35°, 45° y 60°. Consideremos e cuadrado ABCD de
laFigura5, cuyos lados miden la unidad.
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Figura 5

La Figura 6 muestra € triangulo isosceles ABC, del cual se pueden calcular las fun-
ciones trigonométricas para el angulo de 45°. Conviene precisar que los valores de las
funciones no variarén si los lados del cuadrado ABCD tiene otras dimensiones.

Figura 6
Aplicando la definicion de cada una de las funciones al angulo de 45° resulta:
1 2 1 2
a) sen 45’ = —=£ b) COS450=—:£ c) tg45° =1
V2 2 V2 2
d) csc 45" = V2 b) sec45° =2 ¢) ctg4s’ =1

Para calcular |as funciones trigonométricas de los angulos 30° y 60°, se recurre a un
triangulo equiléero como el delaFigura7



Figura 7

Como laslongitudesdelosladosdel triangul o no afectan lasrazones entre €ll os, paramayor
comodidad en los cél cul os se han elegido dos unidades por lado. Dd triangulo delaFigura
9 se desprende € tridngulo rectangulo ADB

Lalongitud del lado DB (que es la altura del triangulo equilatero ABC) se puede cal-
cular utilizando €l Teorema de Pitégoras. Y aplicando las definiciones de las funciones se
obtienen los resultados de latabla siguiente:

sen|cos| tg | csc | sec | ctg

RN EIE A

450 | 22| 21 1 | 1| V2| V2

o [F1 3 [VE[F[ 2 [2F
Tabla 1

Paracal cular losval ores delas funciones para dngul os agudos cual esguieradebemosre-
currir alacalculadoramanual. Cuando se efectuen dichas operaciones debe tenerse cuidado
en que lacalculadora esté en modo DEG. Si usted quiere hacer los cdlculos en el software
DERIVE por defecto lo calculaen radianes, para”forzarlo” acalcular en grados sexages
imales se debe poner, amanera de jemplo para calcular sen (45°), sin(45 deg).

Ejemplo 4

Calcule las funciones seno, coseno y tangente de 27° utilizando el software DERIVE.
Solucion. Escriba[sin(27 deg), cos(27 deg), tan(27 deg)], oprima enter y luego ~ (opcién
APROXIMAR), y apareceraen lapantalla:

[SIN{27-2%,. COS{27-°%. TAM{27-9}]

[A.4539784997,. B.8918065241, A.5095254494]

¢Comosaber lamedidadel angulo cuando seconoceel valor delarazon trigonométrica?

Consideremos €l triangulo rectangulo ACB delaFigura8 eintentemos hallar lamedida
del angulo «.



[
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Figura 8

DelaFigura8 se desprende que sen o = % . Por otra parte la Tabla 1 nos muestraque si €
valor de lafuncion seno es % entonces e angulo mide 30°. Dicho de otraforma:

. 1
S sena = > entonces o = 30°

Pero, ¢qué sucede cuando € triangulo, a cua queremos comocer sus angulos o sus
lados no es equilatero ni rectangul o isosceles?

El algoritmo para calcular la medida de los angul os internos de un triangulo cuando se
trata de triangul os recténgul os cual esquiera se muestra en el giemplo 5.
Ejemplo 5

Considere € triangulo de la Figura 9 y determine lamedidade los angulos o y (.

Figura 9

Solucién. Aunque podemos usar cualquiera de las funciones usaremos en ambos casos la
funcion seno. En efecto, puesto que sin o = % setiene que
a) Escribimos en el DERIVE,
Angle := Degree
(paraindicar que trabajaremos con grados sexagesimales), luego ponemos la opcién
asin(2/7)
esto es en pantalla



Angle := Degree

2
HSIN[———]
?
y aparecera el resultado luego de oprimir ~ 16,601 (grados). De la mismaforma
. 3V5b
asin(——)
7
esto es
3-J5
HEIN[ ]

y obtenemos, luego de oprimir ~, el resultado de 73,398 (grados).
Note que la suma de ambos éngulos agudos es un poco menor de 90°. Esto se debe a
gue todos los célculos han sido aproximados a cuatro decimales, por defecto.

5. Ejerciciospropuestos

1 Halled valor numérico de las siguientes expresiones
a) tg®60° +2tg245° b)) tg?45° - sen 60 - tg30° - tg® 60°
3
¢) cos 60" — tg?45° + 1 tg? 30° + cos? 30° — sen 30°

2 Considere los tridngulos ABC de la Figura 10 y determine €l lado ¢ y los &ngulos o y

B.
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Figura 10

3 Considere d triangulo rectangulo de laFigura 11 y determine el lado a y los angulos «

yB.
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Figura 11

4 Considered triangulo rectangulo delaFigura 12 y determine lamedidadel angulo 5y
las longitudes delosladosb y c.

Figura 12

5 ¢Cud eslaalturadel faro delaFigural3 que proyectaunasombrade 300 metros cuando
el sol se haelevado 30° sobre el horizonte?

Figura 13

6 Lapiramide de 80 metros de atura, Figura 14, proyecta una sombra de 100 metros de



longitud. ¢Cud es el angulo de elevacion del sol?

Figura 14

7 LaescaeradelaFigural5 esta apoyada contralapared de una casade modo que desde
el pie delaescaleraala pared hay dos metros. ¢A qué alturadel suelo se encuentra el
extremo superior de laescaleray cud es su longitud si forma un angulo de 58° con e

suelo?

Figura 15

8 Desde un punto colocado a una distancia de 50 metros de la base de unatorre se hallo
que e angulo de elevacion del extremo superior delatorre es de 45°. Calculelaaltura

delatorre.
9 Considere el arbol delaFigura 16° y unatortuga que se mueve en direccion a tronco

desde el punto A a punto B. Halle la altura del &bol si el dngulo de elevacion de su
extremo superior crece desde 31° hasta 47° cuando latortuga avanza 75 metros desde

A hasta B.

10
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Figura 16

10 Labase de un tridngulo isdsceles mide 20 centimetros y los angulos de la base miden
48°. Hallelalongitud de los lados igual es.

11 Cdculed areadeuntriangulorectangulo si un cateto mide 12.5 centimetrosy un angulo
mide 28°.



