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Muchos fenémenos de la natural eza son model ados mediante funciones exponeciales,
logaritimicas, trigonométricas y combinaciones de ellas. De esto se desprende la impor-
tancia de poder cacular la derivada de estas funciones, que en lo sucesivo llamaremos
funciones trascendentes.

1. Laderivadadelafuncion logaritmo

La funcion logaritmo natural f(x) = Inz tiene una derivada sencillay esta basada en €
hecho de que

lim (1+ 1 =e (0]

n — oo n
Formemos €l cociente de Newton ﬂ%ﬂﬂ_ﬂﬂ y usemos las propiedades de los logarit-
mos, tal como se muestra a continuacion
flx+Azx) - f(x)  In(x+ Az)—In(2)
Az - Az

1 T+ Ax r+ Az 2*
= —1n =1In
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En consecuencia se tiene que

flx+Ax) — f(x) Az a5
= —In <1+ 7) )

Efectuando el cambio de variablen = £, esdecir, &2 = 1 y al mismotiempo, &= = 2,
y reemplazandolas en la expresion (2) resultat

lim fz+Ax) — [(2) = lim In <1 + l) :
Az =0 Az n = oo n

n\ 7
= lim (ln (1 + l) )
n — oo n
Utilizando ahora el limite en 1), se obtiene

o L@t AD) — f(2)
Az — o0 Ax
Aplicando la propiedad de los logaritmos resulta que
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1 Enéefecto, comon = Aix, entoncessi Az — 0 esclaroquen — oo. Y viceversa.



En consecuencia la derivada de la funcién logaritmo natural es

1
Ejemplo 1
Calcule laderivadade lafunciony = 3z Inx
Solucién. Aplicando laderivada de un producto se tiene

1
y = 3x- <5) +3lnz=3(1+1nx)

PAra derivar lafuncion logaritmo natural, cuando el argumento es otra funcion, se re-

currealaregladelacadena Esto es, s u = u(x) esunafuncion derivable en x, entonces
d 1d

— [Inu] = a

dx wdz
Ejemplo 2.
Derivelafunciony = Inv/z2 + 3

Solucién. Aplicando laregla de derivacion de lafuncién logaritmo natural, setiene

, 1 ) d 2
= () & Va2 13
Y (\/;1:2+3 dz
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Confrecuenciaconviene, antesde derivar, reescribir lafuncion utilizando | as propi edades
de los logaritmos. Esto es particularmente (til cuando la funcién que se quiere derivar es
muy complicada. En relacién con € gjemplo anterior, podemos reescribir la funcion en la
forma siguiente

1
y=lhva2+3sy= §ln(x2+3)
La derivada de esta Ultima funcion es més facil de redizar. En efecto:
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Se puede demostrar, mediante |as propiedades de cambio de base de logaritmos, que la
derivada de la funcidn logaritmo, con una base cualquiera, eslasiguiente

d 1
= [l0ga 2] = (log, e)—
Ejemplo 3.
Halle laderivadadelafuncion
f(z) =log,(z) - z°
Solucion. Observe que la funcion f(x) es un producto de dos funciones. Aplicando la
derivada de un producto se tiene

1
f(z) = <E log, e) -2® +log, x - 5t

Cuando el argumento del logaritmo es otra funcién debemos derivar utilizando laregla



delacadena

d __log,e du
- % [1oga U] - U ' %
Ejemplo 4.

Hallar la derivada de lafuncion f(x) = log, (2% + 22 + 3)
Solucién. Derivando
1

f'(z) = (logy e) (m

>(2x—|—2)

2. Derivadadelafuncién exponencial

Para hallar laférmula de laderivada delafuncion y = e* escribimoslaigualdad
Ine® =z
y derivamos con respecto alavariable z. Usando laregla de la cadena se obtiene
d - d 1d
ne*] = . [z] & = Ta
e”] de lasegunda equivalencia, resulta
d xT xT
= '] =e
Las derivadas de las otras funciones exponenciales son las siguientes
a) -+ [ekr] = keke b) % [a”] = In(a) a®

dyx
C) % [eu] = el . g_;L d) % [eu] = (1na) al - %

[e*] =1

dx
Despejando laexpresion - |

Ejemplo 5
Halle las derivadas de las funciones siguientes: a) y = ¢4 +6. b) y = 272°~1
Solucién. Aplicando las formulas correspondientes, resulta:

8) y = el 0. (82) =8 - o7 H0
b) ¥ = (In2) - 27"~ (14z) = 14z(In2) - 27" 1

Ejemplo 6
Derive lafuncion de densidad normal estandar de probabilidad?
_ Ll
n(x) = Wor e
Solucién. Aplicando laférmula correspondiente se tiene:
, I 2 1 a2
n(x)—ﬁe 2 (fx)—fﬁz-e 2

2 Estafuncion de densidad es una de las més utilizadas en la modelacion de fendmenos naturales, como e
movimiento de particulas de polen en un vaso de agua, como el modelamiento para explicar la " valatilidad” en
el precio de las acciones del mercado burstil, asi como encontrar en probabilidad particulas subatémicas en la
mecanica cuantica, tanto como saber porcentualmente la cantidad de jovenes que estén en un determinado rango
de estatura. Sin aplicar esta funcion de densidad, la vida practicamente seriatediosay aburrida, y sin progreso.



Podemos observar que esta derivada se anula en = 0, indicando con esto que la recta
tangente a punto (0,n(0)) = (0, #) esparalelaal ge horizontal X, y en consecuencia

como n(x) essiempre positiva, setiene que el punto (0, #) €S un punto maximo.

3. Laderivadaen € crecimiento exponencial

Hemos visto que una cantidad ((¢) que crece de acuerdo con unaley delaformaQ(t) =
Qo €* 't donde Q y k son constantes positivas, se dice que experimenta un crecimiento
exponencial. Verenos a continuacion que si una cantidad crece exponencia mente, su ritmo
de crecimiento es proporciona a su tamafio.
Larazon instantanea de cambio de () con respecto at esla derivada
Q'(t) =kQoe"" (©)
Esto nos dice que la razén instantanea de cambio Q’(t) es proporcional a "tamafio” de
Q(t), siendo precisamente k laconstante de proporcionalidad. Observemos quelaecuacion
(3) se puede escribir como
Q) =kQ(1) @
donde Q(t) = Qg e* .
Laexpresion (4) es unaclasica ecuacion diferencial donde se pide encontrar lafuncion
Q(t) que satisfaga esta ecuacion. Dicho de otraforma, ¢Cual eslaexpresion de Q(t) para
que ocurralaigualdad (4)? Lasolucion es

Q(t) = Cet!
En efecto, si derivamos esta expresién obtenemos que se satisface la ecuacion (4)

4. Laderivadadelasfuncionestrigonométricas

En lo que sigue deduciremos la férmula de la derivada de la funcion f(z) = sen (z)
utilizando ladefinicion. De acuerdo a esto se tiene sucesivamente que:

f(z+ Az) = sen(x + Ax) = senx cos Ax + cos x sen (Ax)
luego

f(z+ Az) — f(z) = senx cos Az + cos x sen (Az) — senx
es decir

flz+ Az) — f(x) = 4 cos z sen (Ax) — senxz(1 — cos Ax)
En consecuencia

flx+Azx) — f(z) senx 1—cos Az
1) (28] e (L)

por lo tanto

. flex+Az) — f(x) . (senm) B 1 —cos Az
Azo Az Taemo [“P\TAr ) T T A




delo cual se desprende que
f f@t A7) — f(x)
Ax—0 Ax
En consecuencia

= (cos z)(1) — (senx)(0) = cos z

d
— [senx] = cos z
Observe que hemos usado |os hechos siguientes:

. senx . 1— cos Ax
o) AilgoA—x_l ) A;}IEO Az B
que usted puede perfectamente comprobar mediante el software DERIVE.
La obtencion de laderivada del resto de las funciones trigonométricas no varia sustan-
cialmente. Sin embargo puede resultar mas sencillo utilizar lasidentidades trigonométricas

parallegar al mismo resultado. Asi por gemplo
(senz)? + (cos z)* =1
entonces derivando estaigualdad se tiene que
d
T [1]=0
y laderivada de la primeraigualdad de esta identidad, apicando laregla de la cadenay €
resultado anterior, es

d
T (senz)? + (cos x)ﬂ =

2 (senx) (cos x) + 2(cos x) c;ix [cos ] =0

despejando de estaigualdad % [cos z], obtenemos laformula

. [cos ] = —senx
Ahorasi consideramos laidentidad
senx
tgr =
cos T
podemos aplicar laregla para derivar un cosiente y obtener
cos & cos x — senz (— senx) 1 9

— [tax] = = = (secx
dx ltgz] (cosx)? (cosx)? ( )

A continuacién se da, sin demostracion, un resumen de las férmulas de las derivadas de
las funciones trigonométricas.

a) T [senz] = cosz; D) . [cos 2] = — senx
d B 9 d - )
¢) —ltgx] = (sec )’ d)—[etgx] = —(cosec )
d d
e) T [sec ] = secxtgx f) T [cosecx] = —COSECx ctg x
Ejemplos 7.

Hallar la derivada de las funciones siguientes: a) y = cos 222 b)y =tg32x ¢) y =



cosec(%) d) y=e *ctga
Solucién.
a) Supongamos queu = 2x2. Aplicando laférmulacorrespondiente junto alaregladela
cadenaresulta:
! du 2
Yy = senud— = —sen2zx” 4x
X
b) Si hacemosu = 2z, resulta
d
y' = 3tg*u . 6tg*2x
dx
C) Suponiendo queu = 3, resulta

! = —cosec u ct udu— 1COS€C$ct x
v = I8 T3 393

d) Aplicando laregladelacadenadel producto de dos funciones, setiene
y = e 2%(—cosec’ ) + (ctgx)(e 2*)(2) = —e~ *¥(cosec®x + 2 ctg x)



