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Abstract

Este articulo trata de ejemplos sencillos del concepto de integral
con aplicaciones a la Fisica, la Teorfa de la Probabilidad y a las Ecua-
ciones Diferenciales para modelos biolégicos de crecimiento.

1 Aplicaciones a la Teoria de la Probabilidad

Toda funcién real f(z) > 0 definida en algin dominio D) de R (los nimeros
reales) se dice que es una funcién de densidad si satisface lo siguiente

/f(:z:)d:rzl

Desde el punto de vista geométrico significa que él drea bajo la curva de la
funcién f(z) vale 1. Veamos algunos ejemplo frecuentes.

1.1 La densidad exponencial

Consideremos la funcién
fl@)y=pBe" t>0, 3>0 (1)

A esta funcién se le llama densidad exponencial de pardmetro 3. Observemos
que el dominio de esta funcién es [0, 00) . Una primitiva para esta funcién de



densidad es —e?* y en consecuencia
0

La gréafica de esta funcién para algunos valores del pardmetro 3 se entregan
en la Gréfica 1
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Esta funcién modela los tiempos de falla de algunos articulos electrénicos,
como por ejemplo la duracién de una ampolleta. Puesto que el tiempo de vida
util de una ampolleta es aleatorio, por lo general esta funcién de densidad
se ajusta bastante bien. Si designamos el tiempo (aleatorio) de falla de la
ampolleta por T', entonces se define la siguiente probabilidad

¢
Pr{T<t}=/ﬁe‘5zdz
0

entendiendo con esto que el valor de la integral (que serd un valor menor que
1 sit < o0) estd denotando la probabilidad de que la ampolleta falle antes
del tiempo t.



La pregunta importante para los estadisticos, probabilistas y empresarios
de ampolletas es determinar una medida de la incertidumbre de saber el
"tiempo medio de vida de una apolleta”!. Y este valor se define como?

oo

tiempo medio de vida util = /t -BePtdt
0

y este integral se puede calcular mediante la técnica de integracién por parte.
Esto es

/t'ﬁe_ﬁtdt:—t-e‘ﬂt—/—l-e_ﬁtdt:% _%

de modo que evaluando la integral impropia, obtenemos®

TMVU:/t-ﬂe—ﬂtdt: [% _% m:%
0

De modo que el tiempo medio de falla de un tiempo de falla exponencial es
1/8.% Por otro lado, si suponemos que el tiempo de falla de la ampolleta se
mide en horas y § = 0.0003 entonces significa que el tiempo promedio de
falla es de 3333 horas aproximadamente®.

1.2 La funcién de densidad normal estandar

Es una de las funciones més utilizadas en mateméticas, estadistica, proba-
bilidades, fisica, economia, ciencias sociales. La llamada funcién de densidad
normal estandar

1 e
e~ ® /2 (2)
V2T
Esta funcién no tiene una ”primitiva” analitica (esto es una férmula de fun-
cién cuya derivada sea precisamente la funcién en (2). Sin embargo se puede

! Tiempo medio de vida o promedio de tiempo de falla.

2Para abreviar tiempo medio de vida util diremos TMVU

3Efectue en detalle los célculos.

4Esto significa ademds que las unidaes de 3 son unidades de frecuencia, esto es
1/tiempo.

En estricto rigor 1/0.0003 = 3333.333



demostrar que

oo
/ L e 24y =1
V2T
—0o0
Es decir el drea bajo la curva de esta funcién vale 1. La densidad normal
es una funcién claramente simétrica respecto del eje Y, y es una fuuncién

que alcanza su méaximo en = = 0, de hecho corta al eje Y en el valor —
Observemos la Grafica 2.
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1.3 La densidad normal de parametros 1y o

En la funcién (2) hacemos el siguiente cambio de variable

T —
y:
o

de modo que dy = dx /o, ahora si exigimos que o > 0 entonces la transforma-
cién obtenida por el cambio de variable es una recta de pendiente positiva, y
en consecuencia tiene su inversa, implicando con esto que si x tiene dominio
en (—o0,00) en forma creciente la variacién de y ocurre también en forma
creciente y en el mismo dominio ((—o0, c0) . Esto significa que

[o¢] 1 , o0 1 ,
L 2 — / - -w?/204, _ 1
e T e
/ \ 2T \V2To Y




A la nueva funcién en el intengrando de la segunda integral se le llama funcién
de densidad normal de pardmetros p y o, esto es

1
V2o

e W2 o <y<ooiueR, 0>0 (3)

1.4 La densidad gamma

La densidad gamma con pardmetros r y A, endonde » = 1,2,..., y A > 0 se
define como )
o r—1_—-Az .
flx) = (7’—1)!<)\x) e x>0 (4)
Se puede verificar que
r—1_-J\z (7" — 1)'
/x e G
0
y en consecuencia
A r—1_-Azx _
/(r—l)! Az)"~ e M dr =1 (5)
0

Densidades gamma con parametro A=1yr=2,3vy4
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La Gréfica 3 muestra el comportamiento de (4) para A = 1, y valores
de r = 1,2,3 (desde arriba hacia abajo, respectivamente). Esta funcién



de densidad estd estrechamente ligada con la llamada funcién gamma (no
confundir con la densidad gamma), que es,

L(r)= 72T16 “dz (6)

donde esta funcién tiene la siguiente propiedad
LCir)y=(r-1I'(r-1)
y puesto que es fdcil verfificar que I'(1) = 1, se tiene que
L(r)=(r—1)!

Finalmente podemos observar que haciendo el cambio de variable z = Az (y
en consecuencia dz = Adx) se obtiene el resultado dado en (5).

1.5 Calculo de percentiles en funciones de densidad

El célculo de percentiles es crucial en la Teoria de la Estadistica. Recuerde
que habfamos dicho que el drea bajo la curva de una funcién de densidad
es 1, respecto del dominio donde estd definida, esto es si f(z) es funcién de

densidad entonces® o
/ flz)dr =1

Ahora bien, el problema es calcular un valor de xy tal que

/f(x)dmzl—a; 0<a<l

SEsto es en el caso de que el dominio de definicién de f(x) sea precisamente (—oo, c0).
Si el dominio de la densidad f(x) es (a,b) entonces se tendra que

b

/f(:v)da? =1

a



Veamos un ejemplo, consideremos la funcién exponencial dada en (1), y quer-
emos encontrar el valor de t, tal que’

to
/ﬁe—ﬂtdt =0.95
0

A tal valor de ty se le llama percentil 95 (asociada a la densidad exponencial).
Puesto que

to
/ﬁe’gtdtzl—eﬁto
0

entonces debemos resolver la ecuacién
1—e Pl =095

cuyo resultado trivial es
~ —1In(0.05)

B
Si 3 = 0.0003, y el tiempo de fallas se mide en horas, entonces el percentil

95 (p95) es
Pos = 9985.7 horas

Es decir, con un 95% de probabilidad una ampolleta funcionara a lo méds 9985
horas®. En este caso, esta medicién no es signo de eficiencia, pueso que est4,
diciendo que solo el 5% de las ampolletas podran superar las 9985.7 horas.

2 Aplicaciones a la Fisica

2.1 La caida libre de los cuerpos

Suponga que se deja caer un cuerpo desde una torre de 100 metros. ;En
que tiempo tardard en llegar al suelo y cudl serd la velocidad de impacto del
objeto al chocar con el suelo? Pues bien, sencillas integrales nos permitirdan
dar respuestas a estas interrogantes.

"En este caso el limite inferior empieza desde el 0 puesto que el dominio de definicién
de la densidad exponencial es precisamente [0, o)
8En efecto, recuerde que Pr{T < pos} = 0.95



Es claro que si dejamos caer el objeto, la tinica aceleraciéon que estard
actuando es la aceleracion de gravedad g que es aproximadamente igual a 9.8
m?/ seg. Y puesto que la variacién de la velocidad, v(t), respecto del tiempo
es la aceleracién tenemos nuestro primer sistema de ecuacion diferencial sen-
cillo con condicién inicial (la velocidad en el instante inicial es cero, esto es

v(0) =0),

dv(t)
dt
v(0) = 0

Integrando la ecuacién diferencial, obtenemos
v(t) =g-t+cte

pero comov(0) = 0, se tiene que la constante vale cero, y en consecuencia la
velocidad del objeto es v(t) = g - t.

Por otro lado la variacién del desplazamiento, y(t), respecto del tiempo
es la velocidad, de modo que tenemos nuestra segunda ecuacién diferencial,
i _

dt
y(0) =

donde la condicién inicial es obvia, puesto que en el tiempo ¢ = 0 no hay
desplazamiento. Resolviendo este sistema por integracién, obtenemos que

1

t)y==g-t
y(t) =59

Ahora vamos a responder a las preguntas. Puesto que la torre tiene 100
metros el tiempo de impacto ocurre cuando

1
y(t) = =g-t* =100

2
2 2
t = 200 ~ 200 = V20 =~ 4.47 seg.
g 10

Y en este tiempo se calcula la velocidad de impacto, siendo aproximadamente
v(4.47) =10 - 4.47 = 44.7 m/seg



3 Aplicaciones a la Biologia: modelos de crec-
imiento

Sea N(t) el nimero de organismos vivos, de una determinada especie, en el
tiempo t. Para esta especie vamos a suponer los siguientes postulados

e Los nacimientos son proporcionales al tamano de la poblacién en ese
instante, y la constante de proporcionalidad o tasa de nacimiento® es

b.

e Las muertes son proporcionales al tamano de la poblacién en ese in-
stante, y la constante de proporcionalidad o tasa de muerte!” es d.

Con lo anterior podemos establecer lo siguiente entonces
N(t+ At) = N(t) +bN(t) At — d N(t) At (7)

donde la expresién b N(t) At denota la cantidad de nacimientos en el per-
i6do [t,t + At], y la cantidad d N(t) At el nimero de fallecidos en el mismo
periodo. La ecuacién dindmica dada en (7) se puede llevar a la forma del
cociente de Newton, esto es

N(t+ At) — N(t)
At

si definimos por k£ = b—d, que la podemos traducir por la tasa de sobreviven-
cia, y pasando al limite cuando At — 0, nos queda la ecuacién diferencial

N'(t) = kN(t) 8)

= (b—d)N(?)

La solucién de (8) estd dada por!!

N(t) = AeFt

Las unidades de las tasas de nacimiento, para la poblacién humana, son (nimero de
nacidos vivos sobre (dividido) 1000 habitantes por afio. Est es m De modo
que es comun oir que la tasa de nacimiento es de 17 por cada mil al ano, que se traduce
en b=0,017 [1/ano]

10Tdem a la tasa de nacimiento pero mutatis mutandis.
1En efecto, se aplica la integral sobre la igualdad

N'(t) _d _
N = O =k

y nos quedaln(N(t)) = kt + cte, y de ahi la conclusién.

9



para encontrar la constante A, evaluamos en t = 0 y concluimos que A =
N(0), es decir el valor de la poblacién inicial. De modo que el modelo que
regula el crecimiento de una poblacién con los supuestos establecidos estd
dado por

10



